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GEOMETRIE QUASICONFORME, ANALYSE AU BORD DES
ESPACES METRIQUES HYPERBOLIQUES ET RIGIDITES

par Peter Haissinsky

Avertissement. Ces notes sont en cours d’élaboration et sans prétention!! Toute sug-
gestion visant a l'amélioration de ce texte est la bienvenue.
Notations. On notera parfois la métrique d(z,y) = |z — y|. Si a, b sont des réels positifs,
on notera a < b s’il existe une constante universelle u > 1 telle que a/u < b < waeta~b
s’il existe une constante universelle C' > 0 telle que |a — b| < C.

Une boule sera notée B = B(zp,r5) = {y, |t —y| < rp}. On notera A\B = B(zp, Arp)
la boule concentrique de rayon multiplié par A > 0.
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GEOMETRIE HYPERBOLIQUE ET QUASICONFORME, NOTES DE COURS-03
1. ESPACE HYPERBOLIQUE

Il existe de nombreux ouvrages sur la géométrie hyperbolique. Ces notes ont été préparées
avec [BH, CFKP, Thu], sans intention d’exclure les autres.

1.1. Eléments de géométrie riemannienne
On peut consulter [GHL, dC, TF] sur la géométrie riemannienne.

1.1.1. Formes quadratiques. On considere £ = R", n > 1, comme un espace vectoriel réel
muni de sa base canonique. Les formes quadratiques définies positives sont représentées
par des matrices symétriques définies positives. Celles-ci apparaissent comme 'image par
I’application exponentielle des matrices symétriques qui est un espace vectoriel de dimen-
sion N = n(n + 1)/2. L’ensemble des formes quadratiques définies positives Q(R") est
donc un ouvert de RY. Par conséquent, on peut parler d’applications régulicres & valeurs
dans Q(R").

1.1.2. Métrique riemannienne sur un ouvert. Soit U un ouvert de R". On note TU =
U x R" le fibré tangent de U, et T,,U = {x} x R" lespace tangent de U au point x, que
I’'on identifie a R".

Une métrique riemannienne g sur U est la donnée d’une application continue g : U —
Q(R"), g — gz, ou g, définit une structure euclidienne sur 7, U. Sur chaque plan tangent
T,U, on désigne par (-, -), le produit scalaire associé a g,, et par |-|, la norme d’un vecteur
tangent.

L’exemple le plus simple est U = R" et

g:r—q (Z%‘Q‘) = 2:|vi|2

qui se ramene a l’espace euclidien standard.
Si v, v € T,U, on définit 'angle o € [0, 7] entre v et v par
(v,0')g .
[v]glv']g

L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure 1’existence de 1’angle entre deux vecteurs.

cosa =

Si (U, g) et (U, ¢') sont des ouverts munis d’une structure riemannienne, une isométrie
est un difféomorphisme f : U — U’ tel que, pour tout x € U, l'application linéaire
tangente T, f : (T.U, g.) — (Tf(x)U’,g}(x)) est une isométrie vectorielle i.e., pour tous
(x,v) € TU, on a |D$f(v)|g}(x)
pour chaque z € U tel que, |D, f(v)

= |v],,. On dit que f est conforme s'il existe | f'(z)| > 0
|9}<z> = |f'(z)||v|, pour chaque v € T, U (autrement
dit, les angles sont conservés par f).

Un chemin ou une courbe dans U est une application continue v : [ — U définie sur un

intervalle I = [a,b] C R. Si 7 est différentiable, on définit sa longueur

b
o) = / OIS
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EXERCICE 1.1. — Vérifier que si ¢ : [d', 0] — [a,b] est monotone, surjective et de classe

CY, alors €(yop) = L(7y), donc la longueur d’une courbe ne dépend pas de son paramétrage.

A une métrique riemannienne, on associe une fonction d, : U x U — Ry comme suit :
dy(x,y) est 'infimum des longueurs des courbes v : [0,1] — U de classe C' telles que
7(0) = = et y(1) = y. Lorsque U est connexe, d, définit une distance sur U compatible
avec la topologie de R".

Si 7y :[a,b] = U est un chemin continu, on dit que 7 est rectifiable si

sup Z dg(y(t5),v(tj41)) < 00

ol le supremum est pris sur toutes les subdivisions de [a, b].
EXERCICE 1.2. — Veérifier que si~y est de classe C', alors £(y) = sup Y dy(y(t;),7(tj41))-

Par conséquent, on pose

) =sup Y dy(v(t;),7(t1)).
J
De plus, on définit une notion de volume v, ainsi. Si &/ C U est borélien, on définit

vy(E) = /E Vdet gpda .

EXERCICE 1.3. — Montrer a l'aide de la formule de changement de wvariables que le
volume est invariant par transformations isométriques.

1.1.3. Variété riemannienne. Une variété riemannienne (M, g) de dimension n > 1 est un
espace topologique muni d’un recouvrement U par des ouverts qui vérifient les propriétés

suivantes :

(1) & chaque ouvert U € U est associé un ouvert V' de R" muni d'une métrique
riemannienne gy et un homéomorphisme ¢ : U — V' appelé une carte;

(2) si U, U’ sont dans U et U N U’ # B, alors le changement de cartes
Yuu - QOU(U N UI) — QOU/<UQ Ul)
= (v 0yt ) (@)
est une isométrie.
(3) Lafamille {(U, ¢y ), U € U} est maximale relative aux deux propriétés précédentes.

Les notions de longueur de courbes, de la distance d,, de courbes rectifiables, et de
volume v, s’étendent sans difficulté a ce cadre.

Une courbe géodésique est un chemin v : I — M tel que, pour tous t,t' € I, t <, on a

dg(y(£),7(t) = €(Vpeer) -
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On parle de segment quand [ est compact, de rayon si I = R, et tout simplement de
géodésique si I = R. Une courbe géodésique locale est un chemin ~ : I — M qui est
géodésique au voisinage de chaque point de 7.

On a le théoreme fondamental et admis suivant :

THEOREME 1.4. — Soit (M, g) une variété riemannienne conneze de classe C*.

(1) Tout point admet un voisinage conveze : toute paire de points de ce voisinage est

jointe par un segment contenu dedans.

(2) Pour tout x € M et tout v € T, M, il existe une unique géodésique locale 7y telle

que ¥(0) = x et v'(0) = v qui est définie sur un intervalle mazimal.

COROLLAIRE 1.5 (Théoreme de Hopf-Rinow). — Soit (M, g) une variété riemannienne
conneze. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) l’espace métrique (M, d,) est complet;
(2) l’espace (M, g) est géodésiquement complet, c.a.d. que chaque courbe géodésique
locale est la restriction d’une géodésique locale définie sur R tout entier;
(3) toute paire de points est jointe par un segment géodésique ;

(4) Uespace métrique (M,d,) est propre (les boules fermées de rayon fini sont com-
pactes).

EXERCICE 1.6. — Démontrer le point (1) du Théoréme 1.4 et le Théoréme de Hopf-
Rinow.

EXERCICE 1.7. — Montrer que l’ensemble des géodésiques v : R — M est fermé pour la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

1.2. Modeles de I’espace hyperbolique
Nous présentons plusieurs modeles de 'espace hyperbolique H" de dimension n.

1.2.1. L’hyperboloide. On considere I'espace de Minkowski de dimension n + 1, a savoir
R™™ muni de la forme quadratique
q(z1,. .. 1) = Z x? — a2,
1<j<n

On note (-, -) sa forme polaire.

Posons

H={(z1,...,2ns1), Tny1 =1, q(x1,...,2011) = —1}.

C’est une sous-variété de codimension 1.

Soit p = (p1,...,Pnt+1) € H. Son espace tangent T,’H est 'ensemble des vecteurs = =
(21, ..., Tpy1) tels que

Z 2p;x; — 2ppi1Tny =0

1<j<n
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soit (x,p) = 0. On a donc T,H = p*.

Comme la signature de ¢ est (n, 1), et que ¢(p) = —1 par définition, on en déduit par le
théoreme d’inertie de Sylvester que ¢|7,% est définie positive. On obtient ainsi une variété
riemannienne H" = (H, g|y). Au point (0,, 1), 'espace tangent est naturellement R" muni

de sa structure euclidienne standard.

THEOREME 1.8. — On a les propriétés suivantes.
(1) Toutes les courbes géodésiques sont de la forme
v(t) =cht-p+sht-u
oup € H" et u € T,H" de norme 1. En particulier, H" est complet et uniquement
géodésique.
(2) Pour tous p,q € H", on a
chdy(p.q) = —{p,q) -

DEMONSTRATION. Montrons que les boules fermées de rayon fini sont compactes : il suffit

de regarder les boules centrées en w = (0,,1). On se fixe R < oco. Puisque O,(R) x {1}

opere par isométries sur H en fixant w, on voit que deux points a méme distance de w

auront la méme derniere coordonnée : il existe 2,11 > 1 tel que B,(w, R) C H N (R" x

[1,2,41]). Du coup, les boules sont compactes et le théoreme de Hopf-Rinow s’applique.
Soient p € H" et u € T,H" un vecteur unitaire. On a, du fait que (p, u) = 0,

(V) A1) = ch’t(p,p) +sh®t(u, u)
— —ch’t 4 sh’t
= —1
donc 7 est bien une courbe de H". Par ailleurs, 7/(t) = sht-p+ cht - u, donc
(1), (1)) = sh’(p,p) + ch’{u, u)
= —sh’ +ch’t
= 1.
Par suite, v est paramétrée par longueur d’arc : pour tous réels a < b, on a

((Vay)) = |b—al.

Soit ¢ I'unique géodésique locale maximale telle que ¢(0) = p et /(0) = u, qui existe
d’apres le Théoréme 1.4. On considere le plan P de R™™ engendré par p et u, et on note
Q = P+ C pt. Si ¢ € R™ on décompose ¢ = gp + qg et on définit f(q) = gp — go. On
a, pour tout v € R"*!,

(f(w), f(v)) = (vp—wvg,vp—vg)
= (vp,vp) + (v, vq)

= (’U,U>
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donc f est une isométrie de H". Puisque f(p) = p et f(u) = u aussi, f préserve ¢, donc
¢ C H" N P. Ceci montre que ¢ = v et que toute géodésique locale est contenue dans un
plan de type P. Comme l'espace est géodésique, et que toute géodésique est en particulier
une géodésique locale, on en déduit que la courbe c est une géodésique globale, et il existe
au plus une géodésique joignant deux points.

Posons ¢ = 7(t). On a donc dy(p, q) = t. D’autre part,

(p,q) = (p,pcht+ usht)
= cht(p,p) +sht({p,u)
= —cht

= —chdy(p,q).

Maintenant, si p et ¢ sont fixés et distincts, on cherche v € T,H" unitaire dans le plan
engendré par p et ¢. Si on note d = dy(p, q), on doit avoir

1 1
u=4—(g—pchd) = ——(¢+pp,q)
On vérifie que
1

<wm=£¢@m+mmwnm=o

ainsi que

1
_— S +ch?d) = 1.
Shd<q, U> Sh2d(<Q7 Q> C )

Donc p et ¢ sont joints par un segment de la forme prescrite. On en déduit que H" est

<u7 u> =

uniquement géodésique et complet. [ |

1.2.2. La boule conforme. Soit n > 1. On note |- | la norme euclidienne. On définit sur la
boule unité B de R" la métrique riemannienne gg comme suit. Si x € B et si v,w € T, B,
4(v-w)
vV, W)g = ————=— .
e = 4y
On note dp la distance riemannienne associée. Il vient que, sur chaque espace tangent,
les angles issus de la nouvelle structure riemannienne coincident avec ceux de la métrique

euclidienne sous-jacente : 'application identique entre (B, dg) et (B,d.) est conforme.
THEOREME 1.9. — L’espace (B,dg) est isométrique a H".

DEMONSTRATION. On identifie B & B x {0} € R™™. On note 0 = (0,, —1). On définit
la transformation fp : B x {0} — H comme suit. Si x € B, la droite (o0, z) coupe H en
exactement un seul point y : on pose f(z) =y.

Montrons que f est bien définie. On écrit p = (p/, ppy1) € R™ x R. La droite (o, ) a
pour équations paramétriques
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On cherche A > 0 tel que
P2 = ppr +1 =N -(A-1)*+1=0

soit
(|22 = DHA* 421 =0

donc on obtient

20 1+ |z)?
o) = (2 T
On laisse en exercice la preuve que f est bijective.
Pour montrer que fp est isométrique, on considere x € B et v € T, B : on trouve
dr(z - v) 20 4(x - v)
Tm = )
120 = (S T T

Par conséquent

4 2
|U|€ - <UJU>B'

(T fz(v), . fz(v))B = A—P)?

1.2.3. Le demi-espace. Notons U,, = {z € R", x, > 0}. On définit, pour = € U, v,w €
T, Uy,

(v-w)
<U7 w>U - l’%
Il s’agit d’'un autre modele conforme.
THEOREME 1.10. — L’espace (U,,dy) est isométrique o H".

DEMONSTRATION. On consideére I'inversion par rapport & la sphere de centre o et de rayon
V2. Elle transforme la boule unité en le demi-espace supérieur puisque la sphere unité
passe par le centre de I'inversion, ’origine a une image dans U, et que la trace de la sphere
unité sur {z,, = 0} reste fixe. Il reste a vérifier que la restriction fy : B — U est bien une

isométrie. m

1.3. Groupes d’isométries

1.3.1. L’hyperboloide. Par définition, le groupe O(n, 1) opere par isométries sur (R", ¢),
et préserve {q = —1}. Le sous-groupe qui préserve H s’identifie & PO(n, 1) (si g(H) # H
pour g € O(n, 1), alors —g(H) = H). Il opere sur H" par isométries.
Nous allons considérer deux de ses sous-groupes. Etant donné un réel x, on note D, la

matrice par blocs

chz 01n-1 shx

On-11 Tn-1m-1 Ono1n

shx 01n-1 chz
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Soit, p= (pb cee >pn+1) S Rn+1 ; on a

n—1
q¢(D,-p) = (pichx +pyiisha)? + Zp? — (pish@ + ppiichz)?
=2
n—1
= (ch?z — sh?z)p? + Zp? + (sh’z — ch’z)p?,,
=2

= q(p).

Donc D, est bien une isométrie. De plus, on a D,(0,,1) = (shz,0,,_1,chz) et D, 0 D, =

Dyty.
B A0
ga = 0 1

Si A € O,(R), on définit
On vérifie sans mal que g4 est une isométrie, et que le point (0, 1) est fixé par ga.

Si p et p' sont fixés, le lieu des points ¢ équidistants est un hyperplan H. En effet,
dy(p,q) = du(p', q) entraine (p,q) = (p',q) soit (p —p’,q) = 0.

Or (p—p,p—p)=-2(1+(p,p)) = (—2)(1 — chdy(p,p’)) > 0. Donc l'orthogonal de
(p — p') est bien un hyperplan (par le théoreme de Sylvester).

Etant donné un hyperplan H qui coupe H, on note 7y : x — = — 2(x, u)u ou u est un
vecteur unitaire orthogonal a H. On a

(ru(®),ru(@)) = (p,q) +4p,u)(q,u) —2((p,u) - (u, q) + (g, u) - (p,u))
= (p,q)

donc ry est une isométrie.

Si p € H, alors ry(p) = p. Sinon,
(ruoru)(p) = rup) —2(ru(p), w)u
= p—2(p,w)u—2({p,u) — 2(p, uw))u
= p
Par suite, si ¢ € H, on a dy(p,q) = du(ru(p), q).

THEOREME 1.11. — On a les propriétés suivantes.

(1) Les points fixes d’une isométrie non triviale sont contenus dans un hyperplan. Ils

sidentifient a un hyperplan si et seulement si [’isométrie est une réflexion.
(2) Le groupe des isométries est engendré par les réflexions.

3) Toute isométrie définie sur une partie de H" se prolonge en une isométrie globale.
g g
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DEMONSTRATION. Soit ¢ une isométrie non triviale. Si g(p) # p, et si ¢ est un point
fixe, alors dy(p, q) = du(9(p), 9(q)) = du(9(p), q). Donc q est dans I'hyperplan H médian
défini par {p, g(p)}. Si tous les points de H sont fixes, alors g o ry admet H U{p} comme
points fixes. Donc g o ry est 'application identique. Ceci établit (1).

SCHOLIE 1.12. — Soient k > 1, et (p;, qj)1<j<k des points tels que dy(p;,p;) = du(4i, q;)
pour tous i, j. Alors il existe une isométrie g composée de réflexions telle que g(p;) = ¢;
pour tout j.

Démonstration. — On procede par récurrence. Si k = 1, on considere la réflexion par
rapport a I’hyperplan médian de {p;,q}. Supposons que l'on a défini une isométrie g
telle que g(p;) = ¢; pour j < k. Si g(px) # qi, on considere 'hyperplan H médian de

{9(pr), ar}-

Pour j < k, on a dy(q;, 9(pk)) = dul(9(ps); 9(px)) = dwu(pj,pr) = dr(aj, qr). Donc
q; € H. Par conséquent ry o g transforme p; en g; pour tout j < k. U

On choisit n+1 points (p;), 0 < j < n, sur H en position générale (ils ne sont contenus
dans aucun hyperplan). Soit g une isométrie. On construit a 'aide de la scholie une
isométrie ¢’ composée de réflexions qui transforme p; en g(p;). Par conséquent, g~ o ¢’
fixent n 4 1 points contenus dans aucun hyperplan : il s’agit de l'identité d’apres (1).

Soient £ C H et g : E — F = g(E) une isométrie. On considere une suite (p;) de
points dans E dense dans E. On construit une suite d’isométries globales (gi) telles que
gr(pj) = g(p;) pour tout j < k. Ou bien on montre que cette suite est stationnaire, ou bien
on applique le théoreme d’Ascoli pour extraire une limite de (gi). La limite prolongera g.

|

EXERCICE 1.13. — Le groupe d’isométries opérent transitivement sur le fibré des reperes
orthonormés. Autrement dit, soient py, ps dansH", soient (e; .. .e,) une base orthonormée
de T, H" et (f1...[fn) une base orthonormée de T,,H". Alors il existe une isométrie qui

transforme py en pa et e; en f;.
1.3.2. Les modeles conformes.

PROPOSITION 1.14. — Les réflexions sont les restrictions des inversions par rapport aux
~n )
spheres de R orthogonales au bord du modele cencerné.

DEMONSTRATION. Dans (R"] ¢), le groupe O,,(R) x {1} opére par isométries sur (H, dy)
et (B x {0},dp) et cette action commute avec I'isométrie fz. Tout hyperplan H passant
par (0,,1) coupe B en un hyperplan médiateur, et la restriction de la réflexion ry a B
devient une réflexion euclidienne. En conjuguant par fy, chaque hyperplan H devient une
sphére orthogonale a R x {0} et rg agit par inversion sur U,.

On observe que les similitudes (euclidienne) de R™ qui préservent U, sont des isométries
hyperboliques. En effet, une telle similitude est de la forme o : z +— AA -z + ¢, ou A > 0,
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t € R x {0} et A€ O, 1(R) x {1}. Par conséquent T,o = A et, si © = (2/,2,) €
R" ! xRetveT,U,

_ el 2

= (v, V).

T$ 7T:D olx) — -
(Tpo(v), Tpo(v)) (x) Az, 2 ENE

Or ces similitudes operent transitivement sur U,, et conjuguent les inversions en d’autres
inversions. Par conséquent, toute réflexion de H est conjuguée a une inversion.
On obtient le résultat pour B en utilisant f;. [ |
En dimension 2, les transformations conformes sont holomorphes ou anti-holomorphes.
Dans le modele du disque unité D, celles qui sont holomorphes sont de la forme

zE]Dr—>/\Z_a

1—az
o A€ Sletach.
Dans le cas du demi-plan supérieur Us, on peut utiliser la transformation
1—1

z
- c U,
z—1

z€D—

qui est une isométrie. Les isométries qui préservent ’orientation sont donc isomorphes a
PSLy(R). Etant donnés deux fois trois points distincts de R, il existe une unique isométrie
de Uy qui transforme le premier triplet (ordonné) en le second.

On en tire plusieurs corollaires.

COROLLAIRE 1.15. — Les géodésiques sont les arcs de cercles de R" orthogonauz au bord.

DEMONSTRATION. Dans H, on obtient les géodésiques comme intersection d’hyperplans.
Par conséquent, ces géodésiques apparaissent dans les modeles conformes comme inter-

section de spheres orthogonales au bord. [ |

EXERCICE 1.16. — Dans le modeéle du demi-espace, montrer, sans faire appel au Théoreme
1.4, que seul le segment vertical [p,q] est géodésique entre p = (0,_1,2) et = q(0,_1,7).
En déduire, en utilisant le groupe d’isométries de U,, que H" est uniquement géodésique
ainsi que le corollaire précédent.

COROLLAIRE 1.17. — Soient rq, ro deux rayons géodésiques. Ou bien ry et ry aboutissent
au méme point de S*! et il existe u € R tel que limy_,o0 dype (r1(t + ), r2(t)) = 0 sinon
A (), (1)) 2 1.

DEMONSTRATION. Supposons que les rayons aboutissent au méme point. Dans le modele
du demi-espace, on peut supposer que c’est le point a 'infini. Dans ce cas, les deux rayons
sont verticaux, et on les parametre par leur altitude, de sorte que l'altitude de 7;(t) est
a; + 1.
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Posons u = ag — a; pour que ri(t + u) et r5(t) soient a la méme altitude ¢t + ay et a
distance euclidienne e > 0. Dans ce cas,

d(ri(t +u),ra(t)) < /06

qui tend vers zéro quand t tend vers l'infini.

ds e
a2+t_a2+t

Si r1 et o ont des limites différentes, on se place dans la situation ou r1(00) = oo
et ro(00) = a € R™!. Dans ce cas, la géodésique verticale 7 telle que y(—o0) = a et
v(00) = 00 est asymptote aux deux rayons. Par conséquent,

d(r(t),r2(t)) = d(y(t+u), y(—t+uz))—=(d(ri(t), ¥ (t4ur))+d(r2(t), y(—t+us)) = 2t40(1).
|
COROLLAIRE 1.18. — On se place dans un modéle conforme. Soient x,y deux points
distincts de H", et v la géodésique passant par x,y. On note x le point du bord, a l'infini
du rayon |y, x) et Yo du Tayon [z,y). On a
d(x,y) =10g[Te 1 Y 1 T 2 Yoo! -
DEMONSTRATION. Dans le modele du demi-espace, on place la géodésique (x,y) vertica-

lement, avec z sous y de sorte que = (0,—1,%,) et y = (0,—1,¥,). On a

Yn
d(:v,y)zlogx—:log[():y:m:oo] =108[Too 1 Y : T 2 Yoo -

n

1.4. Quelques propriétés

On établit quelques propriétés des espaces hyperboliques qui marquent la différence
avec la géométrie euclidienne standard.

1.4.1. La loi hyperbolique du cosinus.

DEFINITION 1.19 (Triangle). — Un triangle est la donnée de trois points munis de seg-

ments qui les relient deux a deux.

PROPOSITION 1.20. — Soient p1, ps et ps trois points distincts de H" qui forment un
triangle. On note « l’angle entre les segments [p1, pa] et [p1,ps]. On a
ch dy(pa, p3) = chdy(p1, p2)ch dy(p1, p3) — shdw(p1, p2)sh dw(p1, ps) cos .
DEMONSTRATION. Soit u; le vecteur unitaire qui engendre [p1, p;], j = 2, 3.
On a
chdw(pa,p3) = —(p2,ps)

= —(chdy(p1,p2)p1 + shdy(pr, p2)us, chdy(p1, ps)p1 + shdy(p1, p3)us)
= chdy(p1, p2)chdy(p1, p3) — shdw(pr, p2)sh dyu(pr, ps)(us, us)
= chdy(p1, p2)chdy(p1, p3) — shdw(p1, p2)shdy(p1, ps) cosa
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On dit qu'un sommet du triangle est idéal s’il est a l'infini. Autrement dit, dans le
modele de la boule, le sommet se trouve sur S*~!. Un triangle est idéal si tous ses sommets
sont a l'infini.

On remarque que si un sommet est idéal, I’angle en ce point est nul, car les rayons
géodésiques qui y aboutissent sont tangents. On peut le voir aussi avec la loi hyperbolique
du cosinus : on se donne trois points py, po et p, et on désigne par o 'angle en p. On fixe
p1 et pa, et on laisse tendre p a I'infini le long d’un rayon r(¢). On a donc

chdy(p1,p2) = chdy(pr,r(t))chdy(ps,r(t)) —shdy(pr,r(t)))shdy(ps, r(t)) cos oy

= dnPLrO)Fdu2r®)(1 — cosay) + o(1) .
Puisque le terme de gauche est constant, on a cos a; qui tend vers 1, donc o4 tend vers 0.
1.4.2. Sous-espaces géodésiques.

PROPOSITION 1.21. — Les sous-espaces complets et totalement géodésiques sont isométriques
a des HF.

DEMONSTRATION. On se place dans le modele de I'hyperboloide. Soit F' est un sous-
espace totalement géodésique et complet passant par un point p. On en extrait une base.
En utilisant les matrices de O,(R), on peut supposer que p = (shz,0,_1,chz), puis
en appliquant D_,, que p = (0,,1). On considere I'ensemble V' de tous les vecteurs de
T,H" qui engendrent F' : si v € V, on note 7, : t — pcht + (v/|v|y)sht; on a donc
F = Upev7s(R).

SCHOLIE 1.22. — Un triangle est contenu dans un sous-espace isométrique o H?.

Démonstration. — On se donne trois points (p1, p2, p3). Les arétes sont contenues dans
les plans engendrés par (py, p2), (p1,P3), (P2, p3), donc dans 'espace engendré par (py, p2, ps).
En faisant opérer PO(n, 1), on peut s’arranger pour que p; = (0,,,1), p» € R (1,0,,_1, —1)
et ps € R(1,0,,-1,—1) ®R(0,1,0,,_2, —1). d

Cette scholie montre que V' U {0} est un sous-espace vectoriel de dimension k. En effet,
si v,w € V, alors (p,v,w) engendre un espace de dimension 3 dont la trace sur H est
isométrique & H?, donc (v+w) € V. En faisant opérer O,,(R) sur 7,H", on peut supposer
que V =R* x {0,_1}. Par suite,

F =R %x{0, s} xR)NH.

EXERCICE 1.23. — Soit X C H". Montrer qu’il existe un unique espace de dimension

minimale isométrique & un H* qui contient X.
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1.4.3. Formule de Gauss-Bonnet.
PROPOSITION 1.24. — Soit A un triangle hyperbolique d’angle o, B et v. On a
Aire A =7 —(a+ 5 +7).

En particulier, la somme des angles d'un triangle est strictement plus petite que 7.
DEMONSTRATION. Un triangle est contenu dans un sous-espace isométrique a H2. On se
place dans le modele du demi-plan supérieur. La démonstration se passe en trois temps.
Dans un premier temps, on calcule 'aire d’un triangle idéal, dont les trois sommets sont
a I'infini. En utilisant une isométrie, on peut supposer que les sommets sont —1, 1 et oco.
Du coup, les géodésiques sont 1'arc du cercle unité joignant (—1) et 1 et les demi-droites
verticales issues de ces points. Les angles sont tous les trois nuls.

1 e’}
Aire A = / dx/ d_;g
-1 Vi—z2 Y
/1 dx
1V 1-— ZE2

B /”/2 cos Adb
N —xj2 COSO

= T

On obtient ainsi

en posant xr = sin 6.

Dans un second temps, on note A(6) l'aire d’un triangle ayant deux sommets a l'infini
et un sommet fini d’angle m — 6. On observe que si 6 est fixé, deux tels triangles sont bien
isométriques car les isométries sont conformes. De plus, 6 € [0, 7] — A(f) est clairement
continue, et si 6, §' et 6 + 60" € [0, 7], alors A(6 +6') = A(0) + A(¢).

Par conséquent, pour tout rationel r tel que r6 € [0,7], on a aussi A(rf) = rA(6).
Enfin, par continuité, on obtient aussi A(rf)) = rA(f) pour tout réel. Puisque A(7w) =7
(cas du triangle idéal), on obtient A(f) = 6 pour tout 6 € [0, w]. Autrement dit, 1'aire du
triangle ayant deux angles nuls et un angle 6 est ™ — 6.
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Le troisieme temps consiste a inclure n’importe quel autre triangle A dans un triangle
A ayant au moins deux sommets a l'infini, et d’écrire Ay comme la réunion disjointe de

A avec d’autres triangles ayant au moins deux sommets a l'infini.

1.4.4. Distance a un sous-espace.

PROPOSITION 1.25. — La distance d’un point p a un sous-espace totalement géodésique

F est réalisé par un unique point q tel que |p,q] est orthogonal a F'.

DEMONSTRATION. On se place dans le modele de I’hyperboloide. On traite le cas d’une
géodésique. Le cas général s’en déduit. On considere d’abord une géodésique v : t —
gcht + usht. On s’intéresse a f(t) = chdy(p,v(t)) = —(p,v(t)). On dérive : f'(t) =
—(p,7'(t)) donc la dérivée est nulle si et seulement si (p,~'(¢)) = 0. Dans ce cas, on a bien
(p

—(t),7'(t)) = 0. Si on a deux perpendiculaires, disons, (t) et ('), alors le triangle
(P, (1)

,7(t")) aurait deux angles droits, ce qui contredit la formule de Gauss-Bonnet. ®

EXERCICE 1.26. — Montrer que la distance d’un point a un ensemble convexre fermé est

réalisé par un unique point.
1.4.5. Les triangles sont fins.

PROPOSITION 1.27. — Soit A un triangle hyperbolique. La distance d’un point x aux deux
cotés opposés est borné par log(1 4 /2).

DEMONSTRATION. Pour cela, on se place dans le modele du demi-plan supérieur. Soit
x € A qui n’est pas un sommet. On place A de sorte que le coté contenant x soit sur I'arc
de cercle [—1,1], et qu'un autre coté soit vertical. Alors A est inclus dans le triangle de
sommets (—1), 1 et co. Donc 'estimation initiale est majorée par ce cas-ci. Le point x de
I’arc qui maximise la distance aux verticales est le point i. Par une similitude complexe,
on se ramene A calculer la longueur de I'arc v du cercle unité joignant (1+i)/v/2 & i. On
parametre cet arc par 7y : 0 € [1/4,7/2] — cosf + isinf. On a donc

/2
d(i, {~1} x R.) :/

n/4 sin9

= log(1+V2).
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1.4.6. Entropie volumique.
PROPOSITION 1.28. — Soient n > 1 et B(R) C H" une boule de rayon R. Alors
vy(B(R)) =< efn=b)
On dit que H" a pour entropie volumique
1
v = 1%1_1}1;0 Elogvg(B(R)) =n—1.

DEMONSTRATION. Dans le modele de la boule, si p est le rayon euclidien d’une boule
centrée en zéro, alors il correspond a une boule de rayon hyperbolique R de 'ordre de

—log(1 — p) a une constante additive pres.

A2y P rdr
vy(B(R :/ —x/ Sy
g( ( )) Bo(p) (1_’x‘2>n 0 (1_7,2)” ( P)

Du coup, on trouve v,(B(R)) < efn=1). |

1.4.7. Produit de Gromov. On peut se référer a [A et al., CDP, GdIH] pour ce paragraphe.

DEFINITION 1.29 (Produit de Gromov). — Le produit de Gromov de deuz points z, y de
H" par rapport a w € H" est

(aly)u = g (d(x,w) + dly,w) — d(z,)).

EXERCICE 1.30. — (1) Montrer qu’il existe § > 0 telle que, pour tous w,z,y € H",

on ait
|d(w, [z, y]) — (z|y)w| < 0.

(2) Montrer qu’il existe &' > 0 telle que, pour tous x,y, z,w € H", on ait

(#]2)w = min{(z[y)u, (y]2)uw} — "

Annexe A. GEOMETRIE CONFORME

On peut consulter [Thu, Cox, Spi

A.1. Similitudes euclidiennes

On considere R" muni de sa structure euclidienne canonique. Une isométrie est une
application f : R" — R" telle que |f(x) — f(y)|e = |z — yl|e pour tous z,y € R".

Si p et p’ sont fixés, le lieu des points ¢ équidistants est un hyperplan H. Soit m le
milieu de (p, p'). Si [p — gle = [p — gl alors |(p —m) + (m — q)[2 = [(t —m) + (m — q)[2.
On obtient 2((p —m) - (m —q)) = 2((p’ —m) - (m — q)) soit (p — p) - (m —q) = 0.
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Etant donné un hyperplan H, on note rg : z — = — 2(z - u)u ol u est un vecteur

unitaire orthogonal a H. On a

ra(p) -ru(e) = p-g+4(p-u)(g-u)—2(p-u) (u-q) +(g-u)-(p,u))
= p-gq
donc ry est une isométrie.

Si p € H, alors ry(p) = p. Sinon,

(raorm)(p) = rulp) —2(ru(p) - wu
= p—=2(p-uwu—2((p-u) —2(p,u))u
= p
Par suite, si ¢ € H, on a |p — qle = |ru(p) — qle-

THEOREME A.1. — On a les propriétés suivantes.

(1) Les points fixes d’une isométrie non triviale sont contenus dans un hyperplan. Ils

s’identifient a un hyperplan si et seulement si l’isométrie est une réflexion.

(2) Le groupe des isométries est engendré par les réflexions, et s’écrit sous la forme
r—A-x+v, Ac O,(R) et v e R".

DEMONSTRATION. Soit g une isométrie non triviale. Si g(p) # p, et si ¢ est un point fixe,
alors |p —qle = |9(p) — 9(q)|e = |9(p) — qle- Donc ¢ est dans 'hyperplan H médian défini
par {p, g(p)}. Si tous les points de H sont fixes, alors gory admet H U {p} comme points
fixes. Donc g o ry est application identique. Ceci établit (1).

SCHOLIE A.2. — Soient k > 1, et (pj, q;)1<j<k des points tels que |p; — pjle = g — gjle
pour tous i, j. Alors il existe une isométrie g composée de réflexions telle que g(p;) = ¢;

pour tout j.

Démonstration. — On procede par récurrence. Si k = 1, on considere la réflexion par
rapport a I’hyperplan médian de {p;,q}. Supposons que l'on a défini une isométrie g
telle que g(p;) = ¢; pour j < k. Si g(px) # qx, on considere 'hyperplan H médian de

{9(pr); ar}-

Pour j <k, on a |g; — g(pi)le = l9(p;) — 9(Pi)le = [p; — Prle = |aj — qxle- Donc q; € H.
Par conséquent 7y o g transforme p; en ¢; pour tout j < k. U

On choisit n + 1 points (p;), 0 < j < n, en position générale (ils ne sont contenus dans
aucun hyperplan). Soit g une isométrie. On construit a 1’aide de la scholie une isométrie

Lo g fixent n+1

g’ composée de réflexions qui transforme p; en g(p;). Par conséquent, g~
points contenus dans aucun hyperplan : il s’agit de 'identité d’apres (1).

Si g est une isométrie, g — g(0) fixe l'origine. Il s’agit donc d’une isométrie linéaire. m
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Rappelons que, dans une base adaptée, une isométrie orthogonale s’exprime par une
matrice diagonale par blocs dont chaque bloc est une rotation. Une telle application est
donc la composée de réflexions par rapport a des hyperplans.

Par définition, une similitude est une transformation f : R" — R" telle qu’il existe
A > 0 qui vérifie |f(z) — f(y)|le = |z — yl.. Par conséquent f/\ est isométrique. Donc
une similitude est une application de la forme AA + v, A > 0, A € O,(R) et v € R".

A.2. Inversions

On se place dans R"™! munie de sa structure euclidienne.

DEFINITION A.3 (Inversion). — Soit S C R™"! une sphére de dimension n de centre c et
de rayon R > 0. L’inversion par rapport a S est Uapplication Ig : R™ ™\ {c} — R\ {c}
définie par

Géométriquement, Ig(x) se trouve sur la demi-droite [c, z) tel que

[Is(x) — c|o|lz — ¢l = R?.

Is(z)  Is(@)

PROPOSITION A.4. — Soit Ig l'inversion par rapport a une sphére S. On a les propriétés

sutvantes.
1) Une inversion est une involution qui fire S ponctuellement.
q p
(2) Les sphéres invariantes différentes de S sont celles qui coupent S orthogonalement.
(3) Les sphéres et espaces affines sont préservés. Plus précisément,
(a) les spheres disjointes de ¢ sont transformées en sphéres;
(b) les sphéres passant pas ¢ sont transformées en espaces affines, et réciproquement ;
(c) les espaces affines passant par ¢ sont préservés.

(4) La transformation est conforme (préserve les angles).
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On rappelle quelques propriétés élémentaires des cercles et des spheres qui permettent

d’établir cette proposition.

LEMME A.5.— Soient S C R" une sphere et o € R" \ S. Il existe une constante K
telle que, pour toute demi-droite issue de o qui coupe S en deux points (éventuellement

confondus) z et ', on a |z — o, - |2’ — o], = K.

Démonstration. — On note p = o — ¢|> — R%. Si [p,p/] est un diametre, alors (p — o) -
(p' — 0) = p. En effet,

(=0 —0) = ((p=)+(c=0) (¥ =) +(c—0))
= —lp—cP+lc—of

On suppose qu’'une demi-droite issue de o coupe S en deux points x,z’. Alors, notons
y le point diametralement opposé de z. Le triangle (x,2’,y) est rectangle en 2/, donc

(2 —0)- (a/ —y) = 0.

(x—0)-(z"=0) = (x—0)-((z'—y)+ (y —0))

l

DEMONSTRATION. On considére un point p ¢ S. Soit S" une sphere contenant p et Is(p)
et de centre un point ¢. Les points ¢, p, Is(p) et ¢ sont coplanaires puisque les trois
premiers sont alignés. Dans ce plan P, les cercles PN S et PN.S’ ont méme rayon que leur
sphere. On applique le Lemme A.5 pour en déduire que les points d’intersection de toute
demi-droite issue de ¢ qui coupe S’ N P sont image I'un de I'autre par Ig. En particulier,
si le point d’intersection d’une demi-droite de tangence est fixe : il appartient a S et les
spheres se coupent orthogonalement en ce point.
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Si p’ est un autre point de la sphere, on considere le plan P’ défini par ¢, p et p’. Il vient
que Is(p') € S'. Donc la sphere est préservée.

Soit maintenant une sphere S’ # S invariante. Prenons p € S’. Le raisonnement
précédent montre que S’ et S sont orthogonales. Réciproquement, si S et S’ sont des
spheres orthogonales, tout point d’intersection est fixe, et le Lemme A.5 montre que S’
est invariante.

Un sous-espace affine contenant ¢ est clairement invariant. Soit H un espace affine ne
contenant pas c. Quitte a se restreindre au plus petit sous-espace affine contenant H et
¢, on peut supposer que H est un hyperplan. On se fixe p € H qui réalise la distance de ¢
a H. Nous allons montrer que 'image de toute droite de H passant par p se transforme
en un cercle de diametre [c, Is(p)]. Soit p’ un autre point. Puisque |¢ — plc|c — Is(p)]e =
lc = p'|e|le = Is(p)|e et les angles des triangles (¢, p,p') et (¢, Is(p'), Is(p)) sont identiques
en ¢, ces triangles sont semblables. En particulier, le second triangle a un angle droit en
Is(p') ce qui signifie qu'il est sur le cercle de diametre [c, Is(p)]. Cet argument en sens
inverse montre qu’une sphere passant par ¢ s’inverse en un hyperplan 1’évitant.

Soit maintenant S’ une sphere disjointe de ¢. On note K’ le nombre associé par le
Lemme A.5 signé selon que ¢ soit intérieur (négativement) ou extérieur (positivement) a
la sphere. On considere ’homothétie D de centre c et de rapport R?/K’. Soient p, p’ deux
points de S” sur le méme rayon issu de ¢, et posons g = D(p’).

On a 2
g — clelp —cle = F|p/ —clelp—cle = R
Donc ¢ = Is(p). De méme, I(p") = D(p). On en déduit que Ig(S") = D(5").
Pour montrer qu’une inversion est conforme, on a deux méthodes. L’une par le calcul,
simple et direct. L’autre par un raisonnement plus géométrique. Par le calcul, on peut se

ramener en conjuguant notre inversion par une similitude a la réflexion par rapport a la

sphere unité. On consideére donc f(x) = x/|x|?. Du coup, on a

v 2(x - v)x
T, = —
T =g ™
On calcule
w2 4(z-v)? | d(cv)Pal
T:ch<v) ’ Txf(v) = |LE|4 - ‘LE|6 + ’1;‘6
Kl
k4

Par suite, f transforme la métrique euclidienne en une métrique qui lui est conforme.

Le raisonnement géométrique est plus long. Tout d’abord, on considere deux hyperplans
Hy et Hy qui contiennent un point p € S. On considere les spheres S; et S, tangentes a
H, et Hy et passant par Ig(p). Celles-ci sont orthogonales & S, donc invariantes par Ig, et
leur angle au point Ig(p) est identique a celui en p. (pour n = 2, cela suffit essentiellement
pour conclure).
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On se donne maintenant un vecteur unitaire v en p orthogonale a une sphere S’ qui
passe par p et Ig(p). Ce vecteur se présente comme l'intersection de n — 1 hyperplans
orthogonaux deux a deux et a S’. Par 'argument précédent, leurs images le sont aussi,
ainsi qu'a S”. Donc T,Ig(v) est normale a S’ en Ig(p).

On se donne maintenant deux vecteurs vy et vs issus de p. Soient H; et Hy des hyperplans
passant par p orthogonaux a v; et vy. On considere les spheres S; et Sy tangentes a H;
et Hy et passant par Ig(p). Celles-ci sont orthogonales & S, donc invariantes par Ig, et
leur angle au point Ig(p) est identique a celui en p. Par conséquent, leurs normales font
le méme angle aussi, ainsi que leurs normales : Ig est conforme au point p. On traite le

cas p € S par continuité. [ |

EXERCICE A.6. — Montrer que la composée de deux inversions par rapport a des sphéres

concentriques est une similitude. Montrer la réciproque.

A.3. Espace étendu

A.3.1. Projection stéréographique. On identifie R" & R™ x {0} ¢ R"™! et on considere la
sphere S de centre o = (0,, —1) de rayon V2. La projection stéréographique de S” sur R”
est la restriction de Ig. Puisque S™ contient le centre de S, son image est un espace affine.
Il contient les points de S NS", soit S"~! x {0}. On a bien Ig: S"\ {0} — R".

On pose R"=R"U {00} que l'on identifie via la projection stéréographique a S™ munie
de sa structure conforme.

Toute inversion de R" se prolonge en une transformation conforme de R". Par extension,
on appelle < sphere > de R" une sphere de R", ou un hyperplan affine PU{oc}. Du coup,

[inwversion ou la réflexion par rapport a une sphére donnée préserve les spheres.

A.3.2. Groupe de Mdébius. On définit le birapport de quatre points distincts x, x9, T3, T4

de R" par

. . . . |$1 - $2|e|I3 - $4|e
[T1: @9 T3 1 my] =

|21 — @3]e|my — Tale
On le prolonge a R" en passant a la limite quand un point va vers I'infini. Supposons par
exemple que 'on fait tendre x4 vers I'infini. On a

To — X
‘xz - x4|e < !xg - $4|e + |x2 — $3|e = |x3 _ $4’e (1 + | 2 3|e)
|J]3 _x4|e

et

To — T
|zo — Tale > |23 — 24]e — |72 — T3] = |73 — T4 (1 _ e = e 3|e) _
|LL’3 _x4’e

Par conséquent

. |$1 - 5E2|e
lm [z 29232y = — .
T4—>00 |x1 — x3|€
’ S . ~n ~n , . e .
THEOREME A.7.— Soit f : R — R un homéomorphisme. Les propriétés suivantes

sont équivalentes.
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1) L’homéomorphisme f est un produit de réflexions.

2
3

L
L’homéomorphisme f préserve les spheéres.
L

(1)
(2)
(3) L’homéomorphisme f préserve le birapport.
(4)

4) L’homéomorphisme est conforme.

Un homéomorphisme qui vérifie les conditions de ce théoreme est une transformation
de Mobius. Ces transformations forment le groupe de Mobius.
DEMONSTRATION. Nous montrerons plus tard que les transformations conformes sont
caractérisées par les autres propriétés (théoreme de Liouville (Théoreme 5.44)).

On remarque que le groupe engendré par les inversions vérifie toutes ces propriétés. La
seule propriété non triviale est la préservation du birapport d’une inversion. Il suffit de
traiter le cas de I(z) = z/|z|>. On montre que pour tous z,y € R", on a

[I'@)] - ()] - |2 —yle = [I(2) = Iyl

Rappelons que |I'(z)| = 1/|z|?. Du coup

(@)= 1)le = ()= 1) ()= 1({1)))

= (I(x) - I(z))+ (I(y) 1(y)) —2(I(x) - I(y))
1 1 2(z - y)
[ 7] P e PR ]
(z-2)=2(x-y)+(y-y)
|22 - [y[2

= @) [I'W)]- |z -yl

On en déduit maintenant la préservation du birapport.

Soit f un homéomorphisme de R . Si f(00) # 00, on note a = f~1(o0), et on considere
I'inversion I par rapport a une sphere centrée en a, sinon, on appelle I ’application iden-
tique. On définit enfin la transformation g : z +— I o f(x) — I o f(0). Cette transformation
vérifie g(0) = 0 et g(o0) = oc.

Supposons que f préserve les birapports de quatre points. On traduit cette condition

en considérant 0, x,y, 0o :

lg@Wle — lyle
Notons A = |g(z)|c/|z|.. Par ailleurs, en prenant (x,y, 0, c0),

9(x) —gW)le _ |z —yle
l9()]e e

donc |g(x) — g(y)| = A|z — y|. Soit maintenant z un troisieme point,

l9(w) —9(2)le _ |y — 2|
l9(y) —g(x)le |y — 7l
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donc |g(y) — g(2)| = Ay — z| pour tous y,z € R". Par suite, I'application g est une
similitude, donc f est un produit d’inversions.

Si f préserve les spheres de ]I/én, alors g préserve les hyperplans de R". Par suite, ¢
préserve aussi leur parallelisme. On en déduit que g préserve les sous-espaces affines et
leur parallelisme aussi puisqu’on les obtient comme intersection d’hyperplans.

On se fixe deux vecteurs z et y indépendants et I'on considere la construction du
parallelogramme de leur somme : on regarde donc les droites Rx, Ry, x + Ry et y + Rx.
Leurs images sont dans la méme configuration, et on en déduit que g(z+y) = g(z)+g(y).
Par continuité, on a la méme relation pour x et y colinéaires. On en déduit facilement
que g est linéaire. Comme g préserve les spheres, c¢’est une similitude. [ |
A.3.3. Extension des transformations de Mdbius. Soit n > 1 fixé. Toute réflexion Ig :
R" 5 R" se prolonge de maniere canonique en une réflexion Ig : ]l/énJrl : ]IAQnJr1 en utilisant
la méme formule. Il en va de méme pour les transformations de Mobius.

Réciproquement, si f : @n+1 — ]lA%nJrl est une transformation de Mobius qui préserve

R" (resp. S™), alors f est déterminée par f ]@n (resp. flsn) & réflexion preés par rapport a

~n , ~n+1 . =~n
R (resp. S™), selon que f préserve ou non les composantes connexes de R~ \ R (resp.
~n+1

R \S").

En effet, supposons que f(R ) =R etsoit g: R — R  l'extension canonique de
la restriction de f a R". Alors h = go f~! est une transformation de Mobius qui prolonge
I’application identique sur R". Par conséquent, h fixe le point a l'infini, et A est une
similitude de facteur 1 : h est donc une isométrie de R™™ qui fixe un hyperplan. D’apres
le Théoreme A.1, h est ou bien I'application identique ou bien la réflexion par rapport a
R"™. On traite le cas de la sphere en conjuguant f par la projection stéréographique.

On obtient la proposition suivante :

PROPOSITION A.8. — Soient B C R" la boule unité et f, g, h : R" 5 R" des transforma-
tions de Mobius qui préservent B. Siho foh Y sn-1 = glgn—1 alors ho foh ™' =g.

DEMONSTRATION. La transformation de Mébius ho foh™!o g™t vaut I'identité sur S"~!
et fixe la boule unité. Par conséquent, ho f o h™! o g~! est 'application identique. [

2. BORD A L’INFINI

On suppose n > 2. On se place dans le modele de la boule. On a vu que les isométries
étaient données par des produits d’inversions par rapport a des spheres orthogonales a
S"~1. Par conséquent, chaque isométrie opere sur "1 (sur R" tout entier, d’ailleurs) par
transformations de Mobius.

Nous allons réinterpréter ces résultats de maniere plus intrinseque en s’appuyant sur
[EO, Boul, Bou2].
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Notons R I’ensemble des rayons de H" sur lequel on met la relation d’équivalence r ~ r/
si dg(r,r") < oo. On désigne R/ ~ par OJH". On a une bijection naturelle entre OH" et
S

Siw € H" est fixé, on note R,, les rayons issus de w.

EXERCICE 2.1. — On a une bijection naturelle entre R/ ~ et Ry, (utiliser le modéle de
la boule, par exemple).

On munit H" U 0H" de la topologie suivante. On identifie H" aux segments issus de
w. Un systeme de voisinages de # € H" est donné par les boules hyperboliques (de
rayon fini). Si 7y € R, on écrit V,,(R,e) 'ensemble des rayons r de H" U OH" tel que
d(ro(R),r(R)) < e. Une base de voisinage d'un point £ € JH" est donnée par la famille
Vo (R, €), ol 7 représente € et R,e > 0.

EXERCICE 2.2. — Montrer qu’il existe un homéomorphisme entre H" U OH" sur {x €
R", |zl < 1}.

Si & € OH", on dit que r aboutit en & si r représente £.
EXERCICE 2.3. — Soit X un espace métrique. Rappelons que si x,y,z € X, on pose
(aly). = 5z — 2l + |y — 2| ~ [z — 9]}
Soit w € X un point base. On dit qu’une suite (x,,), tend vers l'infini si
lim inf(z, |2, )w = 00
m,n—o0

et on dit que deuz suites (x,,) et (yn) qui tendent vers l'infini sont équivalentes si lim(x,|y,) =
00. On note 0gX [’ensemble de ces classes d’équivalence. Si x et y sont deux classes

d’équivalence, on définit

(Z|Y)w = sup lim inf (z;|y;)w ,

(n)=a,(yn)=y “I 7
et on définit V(z, R) par l'ensemble des classes y telles que (z|y), > R.
(1) Montrer que {V(-,R), R > 0}, définit une topologie sur 0gX .
(2) On prend X = H", montrer que OgH" est homéomorphe a OH".
(3) On prend X = R"™. Déterminer OR"™ (obtenu par les classes des rayons) et OgR".

2.1. Fonctions de Busemann
Soit 7 un rayon. On considere
by(xz) = lim d(r(t),x) — t.
t—o0
Cette fonction est bien définie puisque, si t > ¢/, alors
d(r(t),z) —t —d(rt'),z) +¢ <d(rt),rt)) — |t —t| <0

donc t +— d(r(t),z) — t est décroissante, et minorée par —d(r(0), x).
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DEFINITION 2.4 (Fonction de Busemann, horospheres). — Si & € OH" et z,y € H", on
définit

Be(@,y) = be(x) — by (y)
ot T aboulit en & (cette limite est indépendante du rayon car ils sont tous asymptotes).

Les lignes de niveauz {b,(x) = L} sont les horosphéres.

PROPOSITION 2.5. — On a les propriétés suivantes :
(2) Be(x,y) = Pe(x,2) + Be(z,y).
(3) |Be(x,y)| < d(z,y), avec égalité si x,y,& sont alignés.

On laisse la démonstration de cette proposition en exercice.

PROPOSITION 2.6. — L’application (H" UOH") x H" x H" — R qui a (§,z,y) — Be(z,y)
est continue.

DEMONSTRATION. Puisque

|Be(z,y) — Be(’, )| < |Be(a, )] + Be(y, )| < dx, ') + d(y, o)
il suffit d’étudier la continuité de & — fe(z,y) a z, y fixés.

Soient € > 0 et & € OH". On considere les rayons r = [z, ¢) et ' = [y, ). Prenons u € R
pour que d(r(t),r'(t +u)) tend vers 0 quand ¢ tend vers U'infini. On se fixe R assez grand
pour que d(r(R),r"(R+u)) < e/2 et |Be(x,y) — (d(z,7(R)) — d(y,7(R)))| < e. Notons
U=V, (R,e)N V(R + u,¢e), un voisinage de &.

Soit zp € UNH" et prenons un point z de [z, 29| dans la boule B(r(R), ) et 2z’ un point de
[y, z0] dans la boule B(r'(R4u),e). On a |d(29, 2) —d(z0, 2')| < 2¢, |d(z,7(R))—d(z,2)| < e
ainsi que |d(y, (R + u)) — d(z, 2")| < e. Par conséquent

|Be(,y) = (d(z, 20) = d(y, 20))| < 5¢.

2.2. Produit de Gromov a l’infini

On montre que le produit de Gromov se prolonge continiment a l'infini et comment

retrouver la métrique euclidienne de la sphere unité.

PROPOSITION 2.7. — Soit w € H", £, € OH" et v la géodésique entre £ et (. On a

1
e o #19)e = 5 (Be(w, p) + Be(w, p))

ot p € 7. La limite est indépendante de p et on la note (§|C)y. De plus, si x, y sont dans
H", alors

(21) (€10): — (€0)y = 5(Belav) + Bel,w)).
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DEMONSTRATION. On consideére deux suites (x,) et (y,) qui tendent vers ¢ et . On
considere p, € [z,,y,] qui réalise la distance a w. On note que p,, reste dans un ensemble

borné. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que p, tend vers p € ~.
On a

Ealtn)e = 2(d(w, 20) + d(w, yn) — d(n, 1))

2
_ %(d(w, ) + d(w, yn) — (d(20, pn) + d(Pn, Yn)))
= %(d(w, :En) — d(mn,pn)) + %(d(wa yn) - d(pn, yn))

En passant a la limite, on a bien
. 1
lim(an|yn)w = 5 (Be(w, p) + Be(w, p)) -

Soit ¢ un autre point de 7, S¢(w, p) = Be(w, q)+Be(q, p) et Be(w,p) = Be(w, q)+Bc(g, p)-
Prenons z,,,y, € v qui tendent vers £ et (, et supposons que les points sont alignés sur ~

dans l'ordre x,, p, q, y,. En écrivant

d(q, ) = d(p,v,) +d(p,q)
d(p,yn) = d(p,q) + d(q, yn)

on obtient

d(q, ) — d(p,v,) +d(q,yn) — d(p,yn) = 0.

Par ailleurs,

(€10 — (€1, = 3 (Belw.p) + Bela,p) — 2 (B, p) + Belw. )

1
= 5Bz, p) = Be(y. p)) + fracl2(Be(x,p)) — Be(y, p))
1
|
PROPOSITION 2.8. — On choisit w comme étant ['origine de la boule et a,b deux points

distincts de la sphére. On a

lim 2e”@We = |g —p|,.
T—a,y—b

DEMONSTRATION. D’une part, on a |a — bl. = 2sinf/2, ou 6 est 'angle du triangle
(euclidien) (w, a, b) en w.
Par ailleurs, prenons maintenant x € [w,a[ et y € [w, b et supposons que d(w,x) =
d(w,y) = t. La loi hyperbolique du cosinus affirme que
ch®t — chd(z,y)
sht '

cosf =
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1— cos@)

1 ch? —chd(x,y) 2
2 2sh’t

<
( 1/2
<
<

On a

2rsh2 2sh 2t
chd(z,y) 1 1/2
osh?t  2sh2t

n 1/2
chd(z,y) +o(1)
2sh d(w, z)sh d(w, y)

_ exp d(z,y) 5 V2
a (eXp d(w, ) exp d(w,y) (1))

= exp —(z|y)w +o(1).

Il vient des deux propositions précédentes le résultat suivant :

COROLLAIRE 2.9. — Pour tout x € H", la formule

da (&, Q) = 7€

définit une distance sur OH" qui le rend compact. De plus, si x,y € H" et £, € OH",
alors

(g g) — 62(/35(33 Y)+Bc(zy)) g (5 g)

DEMONSTRATION. Dans le modele de la boule, si w correspond & origine et g est une
isométrie telle que g(w) = x, alors (¢(£)]g(¢))w = (§|C) donc

da (€, Q) = 7610 = 70U = d, (g(¢€), 9(0)) -

Donc d,, est bien une distance.

En prenant 'exponentielle dans (2.1), on obtient

(g ¢) = 62(6.5(JC Y+Bc(zy) g dy(€,0).

2.3. Vue hyperbolique du birapport

Si p > 1, on désigne par OPH" ’ensemble des p-uplets ordonnés de points deux a deux
distincts de OH".

On définit p : ®H" — H" comme suit. Etant donnés (&,&,(), on considere I'unique
point de (£, ¢’) tel que le rayon [p, () et la géodésique (&,¢’) soient orthogonaux en p. On

remarque alors que (£[¢), = (£'[(),-
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PROPOSITION 2.10. — Si (£,¢,¢, (') € 9'H", on a

dw (57 gl)dﬁv(C7 <,)

[57 5/’ CI’ C] - d:v(é-v C/)dz(£,7 C)

pour tout x € H", et

loglE, €,¢, €] = S(Bc(plC,€,¢),plE,C,€)) — Belp(C, & C),p(E G €)).
En particulier,

’ log[f, fl, C/, C” = d<p(£7 Ca g)ap(éa 67 CI>) .

DEMONSTRATION. Pour z le centre de la boule, cela correspond & la proposition précédente.

Pour un autre point, on utilise le fait qu’une isométrie est conforme dans ce méme modele.

Notons p = p(¢, ¢, €') et ¢ = p(¢,€,¢'). On a

d d !

ool .0 = W
— dP(C? C/>

N log dp(ga C/)

= 5 (Bla,p) + Bela,p) = Bela,) + B (a,p)) +log

dq(C7 C/)
dq(f» g/)

%(54(%29) — Be(g;p))

Comme les points &, ¢, p et ¢ sont alignés, on trouve

[log[¢,¢, ¢, (]| = d(p,q) -

EXERCICE 2.11. — Montrer qu’il existe une constante C' telle que

d((¢,€),(¢,¢") = € < max{0,log[¢, £, (', (]} < d((£,¢), (¢, ¢) + C.

2.4. Action des isométries
Le groupe des isométries préserve la relation d’équivalence ~, donc opere sur OH".
PROPOSITION 2.12. — Si g est une isométrie alors

(1) g préserve les birapports.

(2) g est conforme au sens que

im 3296):90)) _ seegr@)
STaeo
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On pose alors |¢'(£)]. = ePe(@.g7 (2))
DEMONSTRATION. On remarque tout d’abord que si g une isométrie et (¢,&',¢) € O*H",
alors

p(9(€),9(£),9()) = 9(p(&, €', ¢)) -

D’apres la Proposition 2.10, on a

[9(€),9(&),9(¢"),9(Q)] = expxd(g(p(§,¢,£)), 9(p(¢,€,¢)))
= expxd(p(§,¢,€),p((, €, ()
= [£¢.¢.(]

De plus,

d.(9(£),9(0)) e~ (9(©)19())

dy (&, C) dy (&, C)
e ElS)g-1(0)

dg_l(:p) (57 C)
dy (&, C)

— e3(Belag (@) +Be(x,97 (2)))

On obtient le résultat en faisant tendre ¢ vers £ et en utilisant la continuité de & —

Be(, g~ (). m
EXERCICE 2.13. — Montrer que si g est une isométrie, alors
da(9(9), ’
(€l (€)= (D)

3. ACTIONS DE GROUPES SUR LES ESPACES METRIQUES

On utilise [BH, Thu] comme références de base.

Soient X un ensemble et G un groupe. Une action de G sur X est donnée par un
homomorphisme de groupes p : G — Gy, ou Gx désigne le groupe des bijections de X.

L’orbite d'un point x est I'ensemble G(z) = {p(g9)(z), g € G}, et son stabilisateur, ou
sous-groupe d’isotropie est G, = stab(xz) = {g € G, g(x) = z}. On rappelle que si z et y
sont dans la méme orbite, alors leurs stabilisateurs sont conjugués.

Les orbites de G induisent une partition de X et la relation < étre dans la méme
orbite > est la relation d’équivalence associée sur X. On note X/G l'espace quotient,
c.a.d. I'ensemble des orbites, ou des classes d’équivalence.

On dit que 'action est fidele si p est injective, transitive si X n’est formé que d’une
orbite et libre si quel que soit z € X, g(x) = = implique g = Id.
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Si X est un espace topologique, on munit le groupe des homéomorphismes Homéo(X)
de la topologie compacte-ouverte : un voisinage d’'un homéomorphisme f : X — X est
donné par I'ensemble des homéomorphismes g : X — X tels que g(K) Cc U, on K C X
est compact, U C X est ouvert et f(K) C U.

EXERCICE 3.1. — Montrer que si X est un espace métrique, alors la topologie compacte-
ouverte correspond a la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

On suppose maintenant que G opere par homéomorphismes sur X, autrement dit,
p(G) € Homéo(X). On s’intéresse aux notions suivantes.
(1) L’action est discrete si 'orbite d'un point quelconque est un ensemble discret.

(2) L’action est errante si tout « € X admet un voisinage V' tel que
{ge G, g(U)NU # 0}

est fini.

(3) L’action est proprement discontinue si, pour tous compacts K et L de X,
{9€G, g(K)NL#0}

est fini.

(4) L’action est cocompacte s'il existe un compact K tel que X = Uyeqg(K).

EXERCICE 3.2. — Montrer que si une action est discréte alors p(G) est un sous-groupe
discret de Homéo(X). Montrer que la réciproque n’est pas vraie.

EXERCICE 3.3. — Montrer que si [’action est errante, alors le stabilisateur de chaque
point est fini.

EXERCICE 3.4. — Montrer qu’une action est proprement discontinue si et seulement si
I’application

GxX—>XxX

(g,2) = (9(x), z)

est propre. Montrer alors que ker p est fini.

EXERCICE 3.5. — Montrer qu’une action proprement discontinue est errante, et qu’une
action errante est discréte. Les réciproques sont-elles vraies ¢

3.1. Quotients et revétements

On suppose pour simplifier tous les espaces topologiques connexes et localement connexes
par arcs.
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3.1.1. Revétements. On se réfere a [DD, Hat]. Un revétement est une transformation
continue f : X — Y surjective telle que, pour tout y € Y, il existe un espace discret
D non vide, un voisinage U de y et un homéomorphisme ¢ : f~1(U) — U x D tels
que ¢(z) = (f(x),d) pour tout x € f~1(U). On en déduit qu'un revétement est un
homéomorphisme local.

On associe le groupe Auty X des homéomorphismes h de X tels que foh = h. Le groupe
71 (Y, y) opere sur la fibre f~'({y}). Si Y admet est un revétement universel, le morphisme
fo : m(X,2) — m (Y, f(z)) est injectif et son image dans (Y, f(z)) correspond au
stabilisateur de x.

On dit qu'un revétement est galoisien si I'action de Auty X est transitive sur les fibres

de f, et on I'appelle le groupe de Galois de X.

THEOREME 3.6. — Soit (Y,y) un espace connexe, localement connexe par arcs et locale-

ment simplement conneze.

(1) Si H est un sous-groupe de m(Y,y), alors il existe un revétement pointé p :
(X,z) — (Y,y), unique a isomorphisme prés, tel que f.(m(X,x)) = H.

(2) Un revétement p : (X, x) — (Y,y) est galoisien si et seulement si f.(m (X, x)) est
distingué dans m (Y, y). Dans ce cas, Auty X est isomorphe a m(Y,y)/m (X, z) et
Y est homéomorphe a X/Auty X.

3.1.2. Actions proprement discontinues.

PROPOSITION 3.7. — Soit G un groupe opérant fidelement par homéomorphismes sur
un espace X conneze, localement connexe par arcs et localement compact. L’action de
G est libre et proprement discontinue si et seulement si X/G est séparé et la projection
p: X — X/G est un revétement galoisien de groupe de Galois G.

DEMONSTRATION. Supposons ’action libre et proprement discontinue.

Soit € X. Il existe un voisinage U de z tel que g(U) NU = (. En effet, si K un
voisinage compact de z assez petit, seul un nombre fini de translations g(K') intersectent
K, avec © ¢ g(K) des que g # 1. Donc U = K \ Uy19(K) convient. Par conséquent,
p Y (G(U)) est homéomorphe & U x G, ot on a muni G de la topologie discrete. Par
conséquent p : X — X/G est un revétement, G opere transitivement sur les fibres par
définition donc il est galoisien de groupe de Galois G.

Si x, y sont deux points d’orbites distinctes, on considere la réunion K de deux voisi-
nages compacts disjoints de ces points. Comme 'action est libre K \ Uy19(K) contient
{z,y} et comme elle est proprement discontinue, il s’agit encore de la réunion disjointe
de voisinages de x et y. Par conséquent X /G est séparé.

Réciproquement, si X/G est séparé et la projection p : X — X/G est un revétement,
alors pour tout G(z), il existe un ouvert G(U) C X/G tel que p~'(G(U)) est homéomorphe

N

a G(U) x G. Par conséquent, 'action est libre. De plus, X/G étant séparé, si x et y
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sont d’orbites distinctes, il existe deux ouverts disjoints U et V' qui les contiennent. Par
conséquent, pour tout (z,y) € X x X, il existe U x V' 3 (x,y) tel que g(U) NV # () pour
au plus un élément g € G.

Soit K C X un compact. On recouvre K x K par un nombre fini d’ouverts U x V

vérifiant la propriété ci-dessus. Par suite, ’action est proprement discontinue. [ |

EXERCICE 3.8. — On considére l'action de Z sur R?* \ {0} par

gn(,y) = (2", y/2").
(1) Montrer que cette action est errante.

(2) Montrer que le quotient n’est pas séparé.

COROLLAIRE 3.9. — Soit X un espace séparé connexe localement connexes par arcs,
localement compact et localement simplement connexe. Il admet un revétement universel
X et le groupe fondamental m (X, ) opére proprement discontiniment et librement sur
X.

3.2. Actions géométriques et quasi-isométries

On suppose dorénavant que X est un espace métrique. On dit que X est propre si, pour
tout xg € X, la fonction z € X +— d(xzg,x) est propre, autrement dit les boules fermées
de rayon fini sont compactes, ou encore, les fermés bornés sont compacts.

Si X,Y sont deux espaces métriques, une application f : X — Y est un plongement
isométrique si pour tous z,2’ € X, |f(x) — f(2)] = |x — 2| ; on dira que f est une
isométrie si f est un plongement isométrique surjectif.

Soient I C R un intervalle et f : I — X un plongement isométrique. On dit que f,
ou f(I), est une géodésique si I = R, un rayon (géodésique) si I = R, et un segment
(géodésique) si I est un intervalle compact.

Un segment géodésique d’extrémités = et y sera noté [z, y], méme s’il n’est pas unique.

On dit que X est géodésique si toute paire de points {x,y} est jointe par un segment
géodésique.

EXERCICE 3.10. — Soit X un espace géodésique. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(1) L’espace X est propre.

(2) L’espace X est localement compact et complet.
Montrer que cette équivalence n’est plus vraie si on ne suppose plus X géodésique.
PROPOSITION 3.11. — Soit X un espace métrique propre, et supposons que G opére par
1sométries et que son action est proprement discontinue.

(1) Le stabilisateur de tout point est fini.
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(2) Pour tout x € X, il existe € > 0 tel que g(B(x,e)) N B(x,e) # 0 si et seulement si
g € stab(z).

(3) On note d(G(x),G(y)) = inf{|z — g(y)|, g € G}. Alors d est une distance sur
X/G compatible avec la topologie quotient. La projection p : X — X/G est une
isométrie locale si et seulement si l'action de G est libre.

DEMONSTRATION.
(1) Le stabilisateur d’'un point est fini en appliquant la propre discontinuité a ce sin-
gleton.
(2) Soit x € X ; soit r > 0, I'ensemble des g € G tel que g(B(z,r)) N B(x,r) # () est
fini. En particulier, B(z,r) \ (G \ stab(x))(B(x,r)) est donc un voisinage de x qui

contient une boule B(z,¢).

(3) Puisque I'action est proprement discontinue, pour tous z, y de X, le minimum de
d(z,g(y)) est atteint pour un nombre fini de G. En particulier, d(z, g(y)) = 0 si
et seulement si x et y sont dans la méme orbite. Par ailleurs, si on se donne =,

y et z des points d’orbites distinctes, et g; et g2 qui nous donne le minimum de
d(z, g1(y)) et d(g1(y), g2(2)), alors

d(G(x), G(2)) < d(x,92(2)) < d(x, 91(y)) + d(91(y), g2(2))

donc on a bien défini une distance sur X/G.

Si 2 est un ouvert de X /G, on considere un point = de classe dans . Il existe un
ouvert U tel que g(U)Ng'(U) = 0 dés que g # ¢'. En prenant un disque assez petit,
alors on montre que G(U) contient une boule pour la distance d. Réciproquement,
si D est une boule de X/G de rayon suffisamment petit, alors son antécédent est

une réunion de boules en bijection avec 'orbite de son centre.

DEFINITION 3.12 (Action géométrique). — Un groupe G opere géométriquement sur un
espace métrique propre X si

(1) chaque élément opeére par isométrie ;

(2) laction est proprement discontinue ;

(3) laction est cocompacte.

Par exemple, si G est de type fini et S est une famille finie et symétrique de générateurs
de G, on peut considérer le graphe de Cayley G associé a S : les sommets sont les éléments
du groupe, et une paire (g, ¢') € G x G définit une aréte si g~'¢’ € S. En munissant G de
la métrique de longueur qui rend chaque aréte isométrique au segment [0, 1], on obtient la
métrique des mots associée a S. Elle fait de G un espace géodésique et propre, et I'action
de G sur lui-méme par translations a gauche induit une action géométrique sur G.

EXERCICE 3.13. — Soit G = as.
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(1) Vérifier que les permutations a; = (12345) et ay = (421) engendrent G. Montrer
que ajasaas = 1.
(2) Tracer son graphe de Cayley. On pourra tracer les arétes associées a ay bien plus

petites que celles associées a a1. A quoi ressemble-t-il ?

(3) En utilisant les revétements, montrer que G est simple.

Le lemme de Svarc-Milnor montre que la relation d’équivalence naturelle des groupes
qui operent géométriquement est donnée par la notion de quasi-isométrie, introduite sous
cette forme par G. Margulis [Mar].

DEFINITION 3.14 (Quasi-isométrie). — Soient X,Y des espaces métriques, et X > 1,
¢ > 0 deuz constantes. Une application f : X — Y est un plongement (A, c)-quasi-
isométrique si, pour tous x,x' € X, on a

1

(3.1) de(if,ﬂﬁl) —c <dy(f(z), f(z) < Mx(z,2') +c.

On dit que f est une (A, ¢)-quasi-isométrie s’il existe g : Y — X qui vérifie aussi (3.1) et
telle que, pour tout v € X, dx(g(f(z)),x) <c.

EXERCICE 3.15. — Montrer que f : X — Y est une quasi-isométrie si et seulement si f
est un plongement quasi-isométrique et si f(X) est coborné, c.a.d. s’il existe une constante
¢ > 0 tel que, pour tout y € Y, dy(y, f(X)) < c.

EXERCICE 3.16. — Montrer que Z et R sont quasi-isométriques.

EXERCICE 3.17. — Montrer que la relation < étre quasi-isométrique > définit une relation

d’équilavence sur les espaces métriques.

EXERCICE 3.18. — Montrer que pour que deux espaces métriques X et Y soient quasi-
isométriques, il faut et il suffit qu’il existe des sous-ensembles X' C X et Y’ C Y cobornés

et une quasi-isométrie entre X' et Y.

On commence par une proposition qui montre que toutes les actions sur les graphes de
Cayley localement finis sont semblables.

PROPOSITION 3.19. — Soit G un groupe de type fini. Si X et X' sont deuz graphes de Cay-
ley associés a deux systémes de générateurs finis, alors X et X' sont quasi-isométriques.

DEMONSTRATION. Soient S = {g1,...,gr} et &' = {d}, ..., ., } les systémes de générateurs
de X et X’. Nous montrons que Id : (G,ds) — (G, ds/) est bi-Lipschitz.

On note £(g;) la longueur de g; exprimée dans S’ et ¢(g.) la longueur de g, exprimée
dans S. Soient ¢ = max{{(g;),g; € S} et ' = max{l(g}),g; € S'}.

On considere I'application Id : (G,ds) — (G, ds)). On a d(g1,g2) = d(Id,g297"), et
d'(g1,92) = d'(Id, g2g7"). Si gogy * est de longueur m dans X, alors gog; ' sera de longueur
au plus £-m, et si gog; " est de longueur m’ dans X', alors gyg; ' sera de longueur au plus

¢ -m/, donc Id est une (max{/¢, ¢'}, 0)-quasi-isométrie. ]
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LEMME 3.20 (Svarc-Milnor). — Soient X un espace géodésique et propre, et G un groupe
qui opere géométriquement sur X. Alors G est de type fini et X est quasi-isométrique a
n’importe quel graphe de Cayley localement fini de G.

On dira par extension qu'un espace est quasi-isométrique a un groupe s’il est quasi-
isométrique a I'un de ses graphes de Cayley localement fini.
DEMONSTRATION. Soit K C X un compact tel que G(K) = X, et prenons w € X et
D > 0 pour que K C B(w, D/3). On note

S={g€q, g(Blw,D))NB(w,D) #0}.

Puisque X est propre et 'action est proprement discontinue, S est fini (et non vide,
puisque 1 € §). Nous allons montré que S engendre G.
Soit g € G, et considérons un segment ~y : [0,1] — X avec 7([0,1]) = [w, g(w)]. On se
tj) —v(tj41)]
pour j < n — 1. Pour chaque 0 < j < n, il existe g; € G tel que |y(¢;) |

donne une subdivision (¢;)o<j<n de [0,1] telle que ¢y = 0, t,, = 1 et |y( z
— gj(w

on pose go = Id et g, = g. Du coup,
195 (w) = gja(w)] < [v(t5) = gi(w)[ + [7(E) = ()| + Iy (Ei41) = gjn(w)| < D.
Par conséquent |(g; ' © gj+1)(w) —w| < D et (g; ' © gj11) € S. En particulier,
9=090°(9" 0 g1) (9,21 © gn)

donc G est engendré par S. De plus, |g|s < n et

[y

3

lw —g(w)] = |v(t;) — v(tj1)l

=0
n—2

> Iv(t;) — v(tjm)]
=0
D

= g(n_l)

- D| oo D

> Zlgls = 3

Si on note M = max{|g(w) —w|, g € S}, alors, pour tout g € G, on a
lg(w) —w| < |gls - M
donc
g~ g(w)
est une quasi-isométrie de (G, |- |g) sur G(w). Par définition de D, on a X C G(B(w, D)),

donc on a bien une quasi-isométrie sur X. [ |
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EXERCICE 3.21. — On suppose que G opére sur un espace connexe X, et qu’il existe un
ouvert U C X tel que G(U) = X. Montrer que

S={gedq, glU)NU # 0}

engendre (3.

3.3. Actions sur un espace hyperbolique

3.3.1. Variétés hyperboliques. Si (M, g) est une variété compacte et connexe, on consideére
son revétement universel p : X — M et G son groupe de Galois isomorphe a (M, xy),
xg € M. Comme p est un homéomorphisme local, on peut munir X d’une structure de
variété riemannienne de sorte que p devienne une isométrie locale. Pour cette structure,

G devient un sous-groupe d’isométries qui opere géométriquement sur X.

DEFINITION 3.22 (Variété hyperbolique). — Une variété hyperbolique M est une variété
dont le revétement universel est isométrique a H". Autrement dit, M s’écrit H" /G ou G
est un sous-groupe de Isom(H"™) qui opere librement et proprement discontiniment sur H"

et qui s’identifie au groupe fondamental de M.
3.3.2. Domaine fondamental d’une action.

DEFINITION 3.23 (Domaine fondamental). — Soit G un groupe opérant sur un espace
métrique X par isométries. Un domaine fondamental de l’action de G est un ouvert
D C X tel que, pour tout x € X, G(x) N D est vide ou un singleton et G(D) = X.

PROPOSITION 3.24. — On suppose que G opére proprement discontiniment sur H". Alors
il existe un domaine fondamental convexe.

DEMONSTRATION. Soit w € H" de stabilisateur trivial. Si g # Id, on note D, = {z €
H", d(z, w) < d(z,g(w))}, By = 0Dy et D l'intersection des Dy, g # Id. Cet ensemble est
bien défini et convexe puisque stab(w) = {Id}.

On remarque que puisque X est géodésique, d(w, B,) = (1/2)d(w, g(w)), donc seul un
nombre fini de By, g € G\ {Id} peut intersecter un compact donné, puisque 'action est
proprement discontinue.

Soit 2 € D, et K un disque fermé centré en z. Il s’ensuit qu’'on a un nombre fini de B,
qui intersectent K. Donc, ou bien, on peut rétrécir K pour que K C D, montrant que D
est ouvert, ou bien z est contenu dans un nombre fini de B,.

Pour chaque orbite, on prend un point z qui minimise la distance a w. Cela définit un en-
semble complet F' de représentants de H" /G, et cet ensemble contient D. Supposons main-
tenant que le point z choisi ne soit pas dans D. On affirme qu’aucun B, ne peut intersecter
le segment [w, z). En effet, cela impliquerait que d(w, z) > d(g(w), 2) = d(w, g *(2)), donc
z n’aurait pas été choisi. Du coup, on a F C D.

|
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3.3.3. Quasi-isométries de l’espace hyperbolique. Une quasigéodésique est 'image d’un
intervalle de R par un plongement quasi-isométrique. Une propriété fondamentale des

espaces hyperboliques est la suivante, attribué a M. Morse :

THEOREME 3.25 (Lemme de poursuite). — Pour tout (X, ¢), il existe une constante H =
H(\, c) telle que toute (A, ¢)-quasigéodésique est a distance au plus H d’une géodésique.

On utilise ce lemme pour montrer

THEOREME 3.26 (Margulis). — Une quasi-isométrie ® de H" se prolonge en transfor-
mation quasimobius ¢ de S*71. Autrement dit, il existe un homéomorphisme croissant
n: Ry — R tel que, pour tout (a,b,c,d) € O'H", on ait

[0(a) = §(b) : ¢(c) - p(d)] < m([a:b:c:d]).

DEMONSTRATION. Tout d’abord, le lemme de Morse nous définit une extension bijective
¢ de ® comme suit : si 7 est un rayon géodésique, alors ®(r) est un quasirayon, qui est a
distance bornée d’un véritable rayon r’. La classe de " ne dépend que de la classe de r,
et on obtient ainsi ¢ : OH" — OH".

SCHOLIE 3.27. — [l existe une constante C' telle que, si £,&',( € OH" alors

dg (p((€), ¢(£7), 6(C)), 2(p(€,¢',€))) < C-

Démonstration. — Le point p est a distance au plus 6 = log(1 + \/5) des géodésiques
(&,Q) et (&,(). Par conséquent, ®(p) est a distance au plus Ad + ¢ + H des géodésiques

(0(8), 0(C)) et (¢(£'), #(¢)), et a distance H de (¢(§), #(£')). Du coup, si g € (¢(£), #(£'))
est le point le plus proche de ¢(p), il ne peut étre trop loin de p(¢(§), ¢(&'), ¢(C)). O

Soit (a,b,c,d) € 9*H"; on note p = p(a,c,b), ¢ = pla,c,d), p, = p(¢(a), d(c), d(b)) et
qp = p((b(a)a (b(C), ¢(d))

| log[o(a) : (b) : ¢(c) : (d)]| = d(py, o)

< d(py, ®(p)) + d(®(p), ®(q)) + d(®(q), ¢5)
< d(2(p), ®(q)) +2C
< M(p,q)+2C+c
< Alogla:b:c:d||+2C+c.

En travaillant un peu, on peut enlever les valeurs absolues. [ |

On a aussi une réciproque :
THEOREME 3.28 (P.Tukia, [Tuk]). — Une transformation quasimébius de S"~! se pro-

longe en une quasi-isométrie de H".
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3.3.4. Ezemple de surfaces hyperboliques. On regarde [dR].

THEOREME 3.29. — Une surface compacte de genre g > 2 admet une structure rieman-

nienne de sorte que son revétement universel est H?.

DEMONSTRATION. Soient g > 2 et X une surface de genre g. On la découpe en un 4g-
gone dont les cotés sont étiquetés par des générateurs de son groupe fondamental (avec
la présentation S = ay, by, ..., a,, b, qui vérifie la relation [ay, b1] . .. [ay, b,] = 1).

Les étapes sont les suivantes :

(1) On construit un (4¢g)-gone P régulier dans H? tel que 'angle & chaque sommet fait
un angle 7/(2g). Pour cela, on part du modele du disque, et on trace partant de
Vorigine (4g)-rayons Ry, k € Z/(4g)Z, dont les angles entre deux consécutifs font
7/(29). A chaque t > 0, on fixe un point z(t) € Ry & distance ¢ de Dorigine. Cela
définit des triangles isoceles Ay (t) de sommets l'origine, 24 (t) et zx11(t). Notons
A(t) leur aire commune. Elle varie continiment, par la formule de Gauss-Bonnet,
entre A(0) = 0 et A(co) = m(1 —1/(2g)). Par suite, on peut trouver ¢ pour que
A(t) = m(1 —1/g). Comme les triangles sont isoceles, 'angle aux points z(t) est
de m/(4g), et pour le polygone obtenu en réunissant tous les triangles, on obtient
un angle de 7/(2g).

(2) On étiquette chaque coté par I’élément du groupe fondamental correspondant et
on définit une isométrie T,, ¢ € S, qui transforme un coté dans celui qui lui
correspond. Cela induit une relation d’équivalence ~ sur P. Les points intérieurs a
P ont leur classe triviale, les points des arétes sont des paires, et tous les sommets

de P forment une seule classe.

(3) Le quotient P/ ~ est homéomorphe a ¥, et est muni d’une structure riemannienne
qui rend ¥ complete. Pour les points intérieurs, P peut servir de carte. Si z est
sur une aréte étiquetée ¢, alors la réunion d’un voisinage de D de z dans P et
d’un voisinage D’ de T,.(z) forme une carte au voisinage d’un tel point. Pour un
sommet, on utilise le fait que la somme des angles aux sommets est exactement
2m. En composant par les T,, ¢ € S, on construit un petit voisinage d’un sommet
dans H.

La surface est complete puisque compacte.

(4) Notons G le sous-groupe d’isométries de H? engendré par les transformations 77,
c € 5, que 'on munit de la topologie discrete. On construit X = P x G que
I'on munit de la relation d’équivalence ~ : (z,g) ~ (z/,¢') si ¢g7* € SU {Id} et
(g71¢")*(z) = 2. On note X = X/ ~. Le groupe G opere sur X par ¢ - (z,9) =
(2,9'9).

(5) La projection (z,g) + z induit un revétement X — ¥ de groupe de revétement
Gead X /G est homéomorphe & X. De plus X est muni d’une structure rieman-

nienne complete.
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(6) L’application X — H?* définie par (z,9) ~ g(z) induit une isométrie locale
f: X — H? donc un revétement sur son image. Comme X est complet, f est

surjective, et f est une isométrie car H? est simplement connexe.

4. FLOT GEODESIQUE

On s’appuie sur [Boul, Bou2|. Pour le point de vue riemannien, on renvoie a [GHL,
dC, TF].
4.1. Flot géodésique sur une variété riemannienne

Soit (M, g) une variété riemannienne. On se place dans le fibré unitaire tangent 7" M

qui est 'ensemble des (x,v) avec x € M, v € T, M de norme 1. Si g est une isométrie, on
pose g - (z,v) = (9(z), Tr9(v)).
On définit le flot géodésique

O RxT'M—T'M

comme suit. A chacun des points (z, v), on associe la géodésique locale v telle que y(0) = x
et 7/(0) = v. On pose, lorsque c’est bien défini,

q)(tha U) = (I)t(x7v) = (V(t)ﬂ/(t» .
EXERCICE 4.1. — (1) Montrer que @1y = &y 0 Dy

(2) Montrer que si g est une isométrie, alors ®,0g = go ®,.

4.2. Version macroscopique

On considere maintenant H". Notons GH" ’ensemble des géodésiques paramétrées - :
R — H" que 'on munit de la distance

— n — t — t —dt .
=l = [ 10 = 2015
On définit le flot géodésique sur GH" par ®4(y(t)) = y(t + s).

EXERCICE 4.2. — Montrer que le groupe d’isométries opére sur GH" par isométries, et

que son action commute avec celle du flot géodésique.

EXERCICE 4.3. — Montrer que si G opére proprement discontiniment par isométries sur
H", il en est de méme de son action sur GH".

EXERCICE 4.4. — Montrer que lapplication v € GH" — ~(0) € H" est une quasi-
1sométrie.



GEOMETRIE HYPERBOLIQUE ET QUASICONFORME, NOTES DE COURS-40

4.3. Paramétrage de Hopf

Chaque géodésique v dans H" a deux points limites a I'infini que 1'on note y(—o0) et
7(400). On se fixe un point base w € H", et on définit

H:GH" — 9°H" x R
par
H(7y) = (7(=00),7(+00), By(+o0) (w,7(0))) -

EXERCICE 4.5. — Montrer que H est un homéomorphisme (il suffit de montrer que H

est continue, bijective et propre).

Dans cet espace, le flot géodésique devient

CDt(ga 6/7 S) = (57 5,7 S+ t) .

4.4. Ergodicité du flot géodésique

4.4.1. Mesures invariantes. On se fixe ici une variété riemannienne (M, g). On suppose

pour simplifier que le flot est complet.

Soit p une mesure borélienne o-finie sur 71 M, On dit qu’elle est invariante sous le flot

géodésique si, pour tout borélien A C T*M, pour tout t € R,
1(A) = p(®(A)) .

4.4.2. Flot géodésique et mesure de Lebesque. Soit A la mesure de Lebesgue sur S"71.
Si g est une transformation de Mobius de S*~! et E est borélien, alors la formule de
changement de variables donne

No(E) = [ lg1ax.
E
On définit la mesure p sur S*! x S*~! ainsi : si £ C S*! x S"! est borélien, on pose
d\(z) ® d\(y)
HE) = / T =
B |z —yl
On constate que p est une mesure de Radon sur 9?S" 1.

Le lemme suivant est dia a D. Sullivan [Sul].

LEMME 4.6. — La mesure p est invariante sous 'action du groupe de Mobius. Réciproquement,
si f:S"! — S est un homéomorphisme tel que f*u = c-pu, ot ¢ > 0 est une constante,
alors f est une transformation de Mobius.
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DEMONSTRATION. Soit ¢ une transformation de Mobius. On considére un borélien A x B ;

d\(z) @ dA\(y
n(g(Ax B)) = / ()—g(n_(n)
9(A)xg(B) Yle

on a

& —
_ J/ |9/ (2)[" g ()" dA(z) © dA(y)
AxB lg(x) — g(y) 2"V

_ / d\(z) @ d\(y)

2(n—
B |z —yle
= n(AxB)

ou on a utilisé 'exercice 2.13.
Donc I'action du groupe de Mobius préserve .

Soit maintenant f une transformation telle que f*u = cu. Cela signifie que f*\ est
absolument continue par rapport a A. Il existe une fonction borélienne positive h telle que
d(f*\) = hdA. Du coup,

h(x)h(y)dA(x) @ dA(y)

d(f*u) =
U = = ) = FEe

donc, si f*u = c- pu, on obtient

el (@) = F@)EY = h@)h(y)le — g2

presque partout ; mais, en gardant y fixe, on constate que h doit étre continue. Par suite,

si x1, T9, T3 et x4 sont quatre points distincts, alors

o) ) s fpeey @) — S m”%w@@—ﬂ W“l
[f(m) f(l'Q) f(xz) f(:l?4)] C|f($1) f(xg)] (n—1) c\f(xz) ~ )‘
_ h@)h(xg)|ey — zale "V h(ws)h(wa) |5 — x4|e(n_1)
h(a1Yh(@s)|zy — 25)2" "V h(@e) b))z — 24207
= [171 To . T3 . ]Q(n—l) .
donc f est une transformation de Mobius. [

Sur l'espace du flot géodésique GH", on considere la mesure m = H*(dy ® dt) via
le paramétrage de Hopf. Cette mesure est une mesure de Radon invariante par le flot
géodésique (car la mesure de Lebesgue est invariante par translations) et par I'action des
isométries de H" (car p est).

On se donne un groupe G qui opere librement et géométriquement sur H". Notons D un
domaine fondamental (relativement compact) de cette action. La restriction de la mesure
m & T'D définit une mesure mg sur GH" /G, invariante par I’action du flot géodésique et
de masse finie.
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THEOREME 4.7 (E.Hopf [Hopl). — Le flot géodésique est ergodique sur (GH"/G,mg).
Autrement dit, tout ensemble borélien de GH" /G invariant par le flot géodésique est de

mesure nulle, ou son complémentaire [’est.
COROLLAIRE 4.8. — L’action de G sur (0°H", u) est ergodique.

DEMONSTRATION. Si A invariant par G avec u(A) > 0, alors A X R est G-invariant, de
mesure positive et invariant par le flot géodésique. Pour chaque point p = (£,¢&',t) de
A x R, on peut trouver g € G tel que g(p) € D. En passant au quotient, on obtient un
ensemble de mesure positive et invariant par le flot : son complémentaire est de mesure
nulle d’apres le théoreme de Hopf. Par suite, le complémentaire de A x R est de mesure

nulle, et le complémentaire de A aussi. [ |

On peut consulter [Kai] pour plus de propriétés dans le cadre de la courbure de négative.

B. ACTIONS SUR LES MESURES DE RADON

B.1. Mesures de Radon

Soit, X un espace métrique localement compact. Une mesure de Radon 4 est une mesure
borélienne positive qui donne une masse finie aux compacts. Elle induit une forme linéaire

continue sur les fonctions continues a support compact :

90’—><M790>=/90dﬂ~

Le théoreme de représentation de Riesz affirme la réciproque : toute forme linéaire continue
sur les fonctions continues a support compact d'un espace localement compact provient
de cette construction. De plus, la mesure est réguliere au sens ou, pour tout borélien A,
p(A) est 'infimum des p(U) ou U parcourt les ouverts contenant A et est le supremum
des u(K) ou K parcourt les compacts contenus dans A.

On remarque que les fonctions continues sont denses dans L!(u) par convergence do-
minée et régularité de la mesure.

Si f: X — Y est une fonction continue entre deux espaces topologiques localement
compacts, et si ¢ est continue, on pose f*p = @ o f et on définit la mesure image f,u
d’une mesure p de X par dualité en posant

Fotts ) = 1, 70) = / Vo fdy

pour toute fonction ¢ continue a support compact sur Y.
Si A CY est borélien, on a f.u(A) = u(f~1(A)).
Si f est un homéomorphisme, on peut aussi définir f.po = o f~1 et (f*u, ) = (u, fop).
Soient 1 et v deux mesures de Radon sur X. On dit que v est absolument continue par
rapport a p que l'on note v < p si, pour tout borélien A, pu(A) = 0 entraine v(A) = 0.
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On dit que p et v sont étrangeres que 1'on note u L v, §’il existe un borélien A tel que
u(A) =v(X\ A)=0.

Le théoreme de Radon-Nikodym affirme que si p et v sont deux mesures de Radon sur
X, alors il existe h € L'(u) et une mesure v, étrangere & u telle que, pour toute fonction
continue ¢ a support compact,

/g@duz/gphdu+/g0dus.

Cette décomposition est unique, et le premier terme correspond a la partie de v absolument
continue par rapport a pu. En général, on note h = g—: et on 'appelle la dérivée de Radon-
Nikodym de v par rapport a pu.

B.2. Mesures invariantes

On suppose X localement compact, et f : X — X continue. Une mesure de Radon p
est invariante par f si fiu = p, autrement dit si u(f~1(A)) = u(A) pour tout borélien A.

Si G est un groupe, on dit que p est invariante si elle est invariante pour tous les

éléments de G.

On dit qu’'une mesure p est ergodique si, pour tout borélien invariant A par f ou G,
w(A) = 0 ou u(X \ A) = 0. De maniere équivalente, toute fonction ¢ € L' telle que
f*o =, ou telle que g*p = ¢ pour tout g € G, est constante pp. En effet, on note pour

neZetk>0,
n n+1

Chacun de ces ensembles est invariant, donc il existe un unique ny tel que A,, ; soit de

mesure non nulle pour chaque k. L’intersection sur k de ces ensembles est un ensemble de
mesure pleine, et donc ¢ est constante. Réciproquement, on approxime la fonction indica-
trice d’un borélien par des fonctions continues et on applique le théoreme de convergence

dominée.

Deux mesures invariantes et ergodiques sont ou bien proportionnelles ou bien étrangeres.
On montre cette assertion dans le cas d'un groupe dénombrable. Ecrivons v = hu + vq
ou p et v sont ergodiques et invariantes par G. Soit A un borélien tel que p(A) = 0 mais
vs(A) > 0. L'ensemble £ = G(A) est invariant (on utilise ici que G est dénombrable pour
dire que F est borélien) : on a pu(E) = 0 et v(E) > 0 donc v(X \ F) = 0 : il vient que
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i L v. Sinon, v, = 0. Pour tout g € G et ¢ continue,

/so-hogdu = /(wog‘l)og-hogdu

(gept, (0o g™ h)h)
= {u,(pog hh)
(v, (pog™))
= (g1, (pog™))

= /go'hdu.

cela implique h = h o g pour p-presque tout point et tout ¢ € G. Donc h = cste par
ergodicité.

5. GEOMETRIE QUASICONFORME

Dans un espace métrique, on écrira la distance entre deux points x et y en notation
polonaise |x — y|. Si B = (xp,rp) est une boule et A > 0, alors AB désigne la boule
concentrique B(zp, Arg) de rayon multiplié par \.

Un espace métrique mesuré (X, u) est dit Q-Ahlfors régulier si p est une mesure de

Radon, et si, pour tout R € [0,diam X] et tout # € X, on a u(B(x, R)) < R.

5.1. Applications quasisymétriques et variantes

On peut consulter [Vail, Hei, HK].

5.1.1. Homéomorphismes quasisymétriques. Soit f : (X,d) — (X',d’) une application.
Etant donné un homéomorphisme 7 : R, — R, , on dit que f est n-quasisymétrique si
pour tous x,y, z tels que d(z,y) < td(z,z), on ait d'(fz, fy) < n(t)d'(fz, fz). On dira
tout simplement que f est quasisymétrique s’il existe n telle que la relation ci-dessus soit

vraie.

Si f est un homéomorphisme 7-quasisymétrique alors f~! est n/-quasisymétrique avec

n(t) =1/n7"(1/1).

LEMME 5.1. — Si f est L-bi-Lipschitz alors f est quasisymétrique avec n(t) = L>t.

DEMONSTRATION.
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LEMME 5.2. — Soit f : X — Y une application n-quasisymétrique. Si A C B avec
diam B < oo, alors diam f(B) < oo et

1 < diam f(A) < 2diam A
9 (diam B) ~ diam f(B) — T\ "diam B
T\ diam a

DEMONSTRATION. Soient (b,,) et (b!,) deux suites de B telles que |b, —b.,| > (1/2)diam B
et lim |b, — b),| = diam B. Pour tout b € B, on a |b — b;| < diam B < 2|b; — b/|. Par suite
£ (6) = f(b1)| < n(2)|f(b1) — f ()] et diam f(B) < oo.

Soit maintenant a € A ; on |b, — b,| < |b, — a| + |a — ¥,|, donc on peut supposer que
pour tout n > 0, on ait |b, — a| > |b/, — a|. Du coup, pour tout z € A, on a

|z — al diam A\
— < — f(by)] < 2 d B).
) = sl < 0 (0 ) @) = fea) < (250 ) dien f5)
En appliquant cet argument & f~!, on obtient I'autre inégalité. [ |
THEOREME 5.3. — Soient (X, z0), (Y, ), deux espaces métriques propres marqués, F

la famille d’applications quasiymétriques f : X — Y telles que f(xo) = yo et telles qu’il
existe un point xy # xo et une constante M < oo tels que, pour tout f € F, on ait
(1/M) < |f(xg) — f(zg)| < M. Alors F est une famille compacte.

DEMONSTRATION. Soit z € X. Quitte & échanger les rdles de z et x{,, on peut supposer
que |x — xo| > (1/2)|zg — 2(|. Soit 2’ € X. On a

F() - F(&) San‘M)uwm—f@ﬂ

|z — x0]
|z — | |z — o] ,
<1 (|x —x0|) n (m) | f(zo) — f(x0)]

2lx — o T—T
BNETEr N WATETTARY
|20 — o |20 — 2]

donc F est uniformément équicontinue sur toute boule bornée B(zy, R).

Par un procédé diagonale et le théoreme d’Ascoli, on peut montrer que de toute suite,
on peut extraire une sous-suite convergente vers une application continue f non constante.

Il vient par passage a la limite que f est aussi n-quasisymétrique, et injective. [ |

5.1.2. Applications quasimobius. Une application f : X — X' est n-quasimobius s'il existe
un homéomorphisme 7 : Ry — R, tel que, pour tout a, b, c,d € X deux a deux disjoints,
on a

[f(a) = fOO) |f(b) = F(d)| la—b] |e—d]
Iﬂ@—fwﬂlﬂ@—fWNSU(M—d M—ﬂ>’
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LEMME 5.4. — Soit X un espace métrique. Si x1, x9, T3, x4 sont quatre points distincts

de X, on définit
min{|z; — o], |z3 — 24}

T ) = e~ ash e — )
Alors
(T1, 02, 23, 74) < Mo([21, T2, T3, 74]) €t [21, T2, 23, 24] < Mi((T1, T2, T3, 74))
ou
n(t) =t+vVt2+t and n(t) =t(2+1).
DEMONSTRATION. On suppose que |z; — 2o| < |z3 — 24| ; il vient

|z — 23| < |21 — @o| + |2 — 4| + |24 — 23] < 2|24 — T3] + |22 — 2Y4];

|xe — 24| < |zg — 21| + |71 — 23| + |23 — 24| < 2|14 — T3] + |21 — 23]

Donc
max{|zy — x3|, |2 — x4} < 2|y — 3] + min{|x; — x5, |22 — 24|}
< (2 + mln{lxl - $3|7 ’1:2 - .T4‘}) |$3 o 5134’
|5 — 24
1
< (2+—) |3 — 74|
<$17$2,x3,$4>
Par suite,

1 ! |1 —
T1,T2,X3,T > 2+ ]
21,2, 25, 74 ( <$1,1‘27$3;$4>) min{|z; — @3], |22 — 24]}

1 -1
<$1,$2,x3,l’4>) ‘

2 <ZL‘1, T, T3, ZU4> (2 +
En inversant la fonction de (x;), on obtient

(w1, T, w3, 24) < No([T1, 2, T3, 24]) -

On note que
no(t) < 3max{t, vt} .

En permutant les points, on a

1 -1
[x17x37x27x4] 2 <$1,$3,$27x4> (2 + —)
<x17x37x27x4>

et en passant a l'inverse, on trouve

(21, 29, 23, 4] < ({21, 22, T3, T4)) .
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Ce lemme signifie que 'on peut remplacer le birapport par cette nouvelle notion quan-
titativement, a priori plus intuitive.

5.1.3. Applications quasiconformes. Soit f : X — Y un homéomorphisme entre espaces
métriques. Notons

Ly(x,r) = sup |f(z)— f(y)l,

lz—y|<r

lp(x,r) = inf [f(z) = f(y)].

lz—y|>r
On dit que f est quasiconforme s’il existe une constante H telle que, pour tout x € X,

L
lim sup —f<x’ )

< H.
r—0 Lp(z,m) ~

Si f est n-qausisymétrique, en posant H = n(1), on obtient L(x,r) < Hlp(x, 7).

5.1.4. Liens entre ces notions.

THEOREME 5.5. — (i) Une application quasimobius est quasiconforme.
(ii) Une application quasisyméltrique est quasimabius.
(iii) Soit f: X — Y une application quasimébius. Si X et'Y sont non bornés, alors f
est quasisymétrique si et seulement si f(x) tend vers linfini quand x tend vers linfini.
Si X etY sont bornés et si, pour trois points z1, z9, 23 € X, on a |z;— z;| > diam X/\
et |f(z) — f(z;)| > diam Y/X pour un A > 0, alors f est n-quasisymétrique, ot n ne
dépend que de X\ et du controle de la distorsion des birapports.

DEMONSTRATION. Voir le Théoréme 3.2, le Théoréme 3.10 et le Théoréme 3.12 de Darticle
[Vii2] de J. Viisala.
(i) En utilisant (-), on voit tout de suite qu'une application quasimoébius est quasicon-
forme des que trois points sont assez proches les uns des autres.
(ii) Montrons que si f est n-quasisymétrique, alors

(f(z1), f(x2), f(23), f(24)) < (71, 72,73, 74)) -

Supposons |r1 — xo| < |xz — x4|. On a min{|f(z1) — f(x2)|, |f(x3) — f(zy)|} <
|f(x1) — f(x2)|. D’autre part, on note

min{|f (1) — f(3)], [f(22) = fl2a)[} = [f(2:) = f(;)]

ou on peut choisir ¢ € {1,2}.
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Du coup,

) = fa)l = <H>

IN

A
min{|z; — x3||z2 — 24|}

< n((z1, T2, T3, 74)) -
Le Lemme 5.4 permet de conclure.

(iii) Si X et Y sont non bornés, alors f ne peut étre quasisymétrique que si f(x) tend
vers l'infini quand x tend vers l'infini d’apres le Lemme 5.2. Dans ce cas, on fait
tendre x4 vers l'infini et on obtient que f est n-quasisymétrique.

Sinon, pour tout x € X, il existe z;, 2, tels que |z; — x| > diam X/2\ et |z; —
x| > diam X/2\. De méme, il existe z, 2, tels que |f(zx) — f(z)] > diamY/2\ et
|f(zm) — f(x)] > diam Y/2\.

Soient x1, z3, x3. On choisit z; de sorte que |z;—x5| > diam X/2X et |f(z;)— f(x3)| >
diam Y/2.

Du coup,
[flz) = f(@2)| _ |f(=2) — f(2)]
S 7]([371,$27$3azz‘])
[f (@) = flzs)l — [f(2s) = f(z)]
<2\ <2)\|xl — ‘”2|>
|71 — a5
|
EXERCICE 5.6. — Sotent X et Y deux espaces métriques compacts. Sotent n: R, — R,

une fonction de distorsion, X > 0, et trois points z1,z,23 € X tels que |z — zj| >
diam X/\. Montrer que ’ensemble des fonctions f : X — Y qui sont n-quasimébius et
qui vérifient | f(z;) — f(z;)| > diam Y/ est compacte.

5.2. Modules de courbes

Un principe de L. Ahlfors et A.Beurling exprime que tout invariant conforme est une
fonction du module d’une famille de courbes bien choisies. Nous en verrons plusieurs
illustrations.

5.2.1. Courbes rectifiables. On peut consulter [V&il, Chap. 1].

DEFINITION 5.7. — Soient a < b deuz réels (finis). On dit qu’une application f : [a,b] —
X est absolument continue (AC) si, pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que pour tout
a<a; <b <ayg<by< ..<b,<btel qued  |bj—a;| <3, on ait > |f(b;)— fla;)] <e.
Une fonction f : [a,b] — X est de variation bornée (VB) s’il existe M < oo telle que
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SoIf(tiv1) — f(t)| < M pour toute subdivision finie a = tg < t; < ... < t, =b. On note
Var(f,[a,b]) le plus petit M, et on l'appelle la variation de f. On définit enfin, pour une
fonction de VB, la fonction croissante s¢(t) = Var(f,|a,t]).

PROPOSITION 5.8. — Une application f : [a,b] — R est absolument continue si et seule-
ment si il existe h € L'(a,b) telle que

f@) = @+ [ “h(t)dt

En ce cas, f est dérivable presque partout, et sa dérivée coincide avec h. De plus, la

formule d’intégration par parties est vraie si f,g sont AC.

Une courbe v dans (X, d) est une application continue d’un intervalle compact I de R

dans X. On peut, comme dans les espaces euclidiens, définir la longueur de ~ par

)=sup Y d(v(t;),7(tj11))

0<j<n

ou le supremum est pris sur toutes les subdivisions (¢;)o<;j<, de I telles que [to,t,] = I.

Si cette longueur £(+y) est finie, on dira que la courbe est rectifiable.

PROPOSITION 5.9. — Soit v : [a,b] — X rectifiable, alors il existe un chemin AC s :
[0, 5,(b)] = X tel que ¥ = s 0 s,.

Dans ce cas, on dit que 7 est paramétré par la longueur d’arc ~; : [0, 4(v)] — X.

Pour toute fonction borélienne p : X — [0, 00|, on définit

£(v)
/pds—/ pos(t

EXERCICE 5.10. — Soient vy : I — X une courbe rectifiable, et f : X — Y une application
entre espaces métriques. On suppose qu’il existe g : X — R telle que

A7 (/D). F(4(1))) < / p

Vl[tzt,]

pour tout [t,t'] C I. Montrer que f o~y est absolument continue.

5.2.2. Modules.

DEFINITION 5.11 (Module de familles de courbes). — Soient (X, p) un espace métrique
mesure, I une famille de courbes de X et p > 1 un réel. On définit le p-module de I' par

mod,I" = inf/ pldu
X

ou linfimum est pris sur toutes les métriques (dites admissibles) p : X — [0,00] telles
que, pour toute courbe rectifiable v € T, f7 pds > 1.

Il suffit en général de se restreindre aux familles de courbes suivantes.
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DEFINITION 5.12 (Condensateurs et capacités). — Si X est un espace topologique, un
condensateur est défini par une paire de continua disjoints {E, F'}. On note I'(E, F) la
famalle des courbes qui joignent E et F'. On définit la p-capacité du condensateur par

cap,(E, F) = mod,(E, ) = mod,I'(E, F) .
Donnons quelques propriétés élémentaires du module.

PROPOSITION 5.13. — On a les propriétés suivantes :
(1) mod,(#) = 0;
(2) siI'y C T'y, mod,I'y <mod,I's;

(3) siT'y et 'y sont deux familles de courbes telles que toute courbe v, dans I'y posséde

une sous-courbe v € I'y, alors mod,I';y < mod,I';.
(4) Si (I'y), est une suite de familles de courbes, alors mod, UT',, <> mod,(I,).
(5) SiT n’a pas de courbes rectifiables et si chaque courbe est dans une boule firée (de

rayon bornée), alors mod,I" = 0.

Les modules mod,, définissent donc une famille de mesures extérieures sur les familles
de courbes. D’apres ci-dessus, le module d’une famille de courbes ne dépend que de ses
courbes rectifiables, et si I'y C I" est de module nul, alors mod,[' = mod,I" \ T';.

On note I'yer la famille des courbes rectifiables sur X. Il vient mod,(I") = mod,(I' N

Frect) .
DEMONSTRATION.

(1) La condition d’admissibilité est toujours vérifiée.

(2) Si p est admissible pour T's, elle est admissible pour T';.
(3) Si p est admissible pour T's, elle est admissible pour T';.
(4)

4) Soit € > 0 ; pour chaque n, on considere une métrique admissible p, telle que
J p* < mod,T',, + £/2". On note

. (prL)l/p '

MﬂZ/WZL
Yy

/szz:/pZSZmodpFn+25.

Puisque € > 0 est arbitraire, on obtient le résultat voulu.

Siy e Iy, alors

D’autre part,

(5) Soit B la boule qui contient toutes les courbes. Pour chaque n > 1, on consideére
pn = (1/n)xp qui est admissible puisqu’aucune courbe n’est rectifiable. On a bien

J = 0. u
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5.2.3. Module nul.

PROPOSITION 5.14. — On a mod,I' = 0 si et seulement si il existe p € LP telle que
f7 p = 0o pour toute courbe v € I.

DEMONSTRATION. Si mod,I' = 0, il existe une suite (p,) telle que [ p2 < 1/2". On pose

p = (Z(npn>p> v .

Pour chaque courbe v € I" et chaque n, on a £,(y) > nf, (v) > n. D’autre part

/pPSan/2”<oo.
|

On dira qu’une propriété est vraie pour p-presque toute courbe si elle n’est pas vérifiée

sur une famille de courbes de p-module nul.

EXERCICE 5.15. — Soit (X, 1) un espace mesuré. Si A C X, on considére ' ’ensemble
des courbes rectifiables telles que f7 xa > 0. Montrer que si u(A) = 0 alors mod,['} = 0.

LEMME 5.16. — Soit I une famille de courbes. Si (p,,) est une suite de métriques admis-
sibles qui converge dans LP vers p, alors

[ron
7

DEMONSTRATION. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que

[1ou= sl <1720

On note I'¢ 'ensemble des courbes de I' telles que

/\pn—p!#(),
Y

/Ipn—pl >1/2".
.

Du coup, on a, pour tout k£ > 1, I'e C U,>xl',,. En effet, si v € I'¢, il existe m > 1 et ny

pour p-presque toute courbe.

et '), celles qui vérifient

tels que, pour tout n > ng assez grand, on ait

/I |>1
Pn— Pl Z 5,
~ 2

1/2+n
(1/2)m

Par suite, v € I',, si n > m + ny.
Il vient

mod,,I',, < mod,(I'y, |pn —p|) < =1/2",
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du coup

mod,I's < Z mod,I', < 1/2F
n>k+1

pour tout k£ > 1. Par conséquent, mod,I's = 0. D’autre part, pour toute courbe v ¢ T'¢,

/pZ/pn—/|pn—p|21—/lpn—p|
Y v vy v

et quand n tend vers I'infini on obtient
[ro1
-

pour p-presque toute courbe de I'. [ |

on a

5.2.4. Métriques optimales. Une métrique est dite optimale si elle réalise le module d’une
famille de courbes.

PROPOSITION 5.17 (critere de Beurling). — Soient p > 1 et I' une famille de courbes.
Une métrique p est p-extrémale s’il existe une sous-famille Ty C T telle que
(1) pour tout v € 'y, £,(y) = L,(T) ;

(2) si h: X — R est LP-intégrable et vérifie f7 h > 0 pour toute courbe v € I'y, alors
ona [hpP~t > 0.

De plus, cette métrique est unique a normalisation pres.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € M, que 'on suppose normalisée pour que L,(T') = L,(I").
Du coup, ¢,(y) > L,(I') = £,(~y) pour toute v € I'y d’apres (1). En posant h = o — p, on
obtient par (2)

/(U-p)p”‘1 >0

Jofor < (=) (f)

par l'inégalité de Holder. Du coup, on a mod,(I', p) < mod,(I',o). Le cas d’égalité se

soit

produit lorsque I'inégalité de Holder est une égalité, donc si o et (pP~')P/?*~1) sont pro-

portionnelles, soit si ¢ = p presque partout d’apres leurs normalisations. [ |

PROPOSITION 5.18. — Soit A C C la couronne {r < |z] < R}, 0 < r < R. On note I';
(resp. I't) la famille des courbes rectifiables qui séparent E = {|z| =1} et F' = {|2| = R}
(resp. qui joignent E a F'). On a
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DEMONSTRATION. On considere I';. On note

olz) = ﬁxm |

Il s’agit bien d'une métrique admissible. Soit Ty la famille des rayons [r, R]e?, 6 € [0, 27].
Nous allons appliquer le critere de Beurling.

Pour chaque courbe v € I';, on a

YY) 1)/ (t)
6o = | |v<t>|dt2/o ™

De plus, pour un rayon v € I'y, on obtient

G0 = [ sds = log(B/r).

> |log |[v(£(7))/~v(0)|| = log(R/7) .

Donc £,(v) = L(I'y, p) .

Supposons maintenant que A : C — R vérifie f7 h > 0 pour tout rayon. Alors on a, en
coordonnées polaires et par le théoreme de Fubini,

[ etz > [ ([ niseyas)as.

Or, on a fTR h(se?)ds > 0 par hypotheses donc
/ hz) sdsdf > 0.
a 7|
La Proposition 5.17 implique

1 2m
dl'y = ——— dsdf = ————.
Hod e log®(R/r) /A 520 log(R/r)

Passons a I'y avec la méme métrique. On définit maintenant I'j; comme la famille des
cercles concentriques centrés en 0.

Pour chaque courbe vy € Ty, on écrit y(¢) = r(t)e?®. 11 vient
t)]

W@, e ol o
b= |v<t>|dt2/o ) ”d”/o “9“2‘

De plus, pour un cercle concentrique v € I, on obtient

2m 1
l(y) = /o ;’I“d@ =2r.

Donc ¢,(v) = L(I'y, p) .
Supposons maintenant que h : C — R vérifie f7 h > 0 sur tout cercle. Alors on a, en

coordonnées polaires et par le théoreme de Fubini,

/A h’j) 12| dz|d6 > /TR </O2ﬂh(sei9d9)) ds.
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Or, on a f027r h(se?df > 0 par hypotheses donc

/ h(z) sdsdf > 0.
A

2|

La Proposition 5.17 et le calcul précédent impliquent ainsi

2mlog(R/T) _ log(R/r)
(27)? 2r

modI'y =

PROPOSITION 5.19. — Soient I' une famille de courbes dans un espace métrique propre
mesuré (X, p) et p > 1. Il eziste 'y C I' de p-module nul et une métrique optimale pour
mod,(I' \ I'y).

DEMONSTRATION. Soit (p,) une suite de métriques admissibles pour T' telles que [ p
tende vers mod,['. Par le théoréeme de Banach-Alaoglu, on peut supposer que p, tend
faiblement dans L? vers une fonction p. Le lemme de Mazur implique que 'on peut former
une combinaison convexe (py ), telle que (p,,) tend vers p dans LP. D’apres le Lemme 5.16,

on a fv p > 1 pour p-presque toute courbe. ]

5.2.5. Estimations de la capacité dans un espace régulier. On donne deux estimations.

LEMME 5.20. — Si (X, ) est Q-Ahlfors régulier, z € X et ¢ < L < diam X avec L > 2/,
alors

modg(B(x, ), X \ B(z, L)) < (1/log L/€)97*

DEMONSTRATION. Posons p(y) = (1/dist (z,y))XB,0)\B(,0)(¥). Alors, pour toute courbe
v € I'y qui joint B(z,f) a X \ B(z, L), on a

Lt
/pdsZ/ — =log L/t
Y e 0

Soit k le plus petit entier tel que 2571/ > L. Alors, en découpant en couronnes diadiques
centrées en x et en utilisant la régularité de X, on a

r. 93+
[ 5w 20

. (2j+lg>Q
S0 @ne

SlogL/e.

On en déduit 'estimation promise. [ |
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PROPOSITION 5.21. — Soit (X, i) un espace métrique mesuré propre tel que u(X) < co.
Soit (E,, F,) une suite de condensateurs qui tend pour la topologie de Hausdorff vers un

condensateur (E, F). Pour toutp > 1, on a
lim sup mod,(E,, F,,) < mod,(E, F).

DEMONSTRATION. Soit ¢ > 0; par le théoréme de Vitali-Carathéodory, il existe une
fonction semi-continue inférieurement telle que, pour toute courbe v € T'(E, F'), on a

[ron
7

/ppdu <mod,(E,F)+e¢.

et

Comme p(X) est finie, on peut aussi supposer qu'il existe m > 0 telle que p > m partout.

Pour conclure, il suffit de montrer que

5.1 lim inf inf / >1.
(5.1) (VeF(Ean)) Wp) >

En effet, on aura

/ pPdu
limsup mod,(E,, F,,) <

[z
lim inf ( inf / p)
VEL(En,Fn)) J

< mod,(E,F)+e¢.

IN
—
X
=

La constante e étant arbitraire, on pourra conclure.

Si (5.1) n’est pas vraie, il existe § > 0, une sous-suite (ny) et une courbe v, € I'(E,,,, F},,)

/pgl—é.
Tk

On en déduit que ¢(y) < M = (1 — §)/m. Par conséquent, on peut paramétrer 7 par

telles que

longueur d’arc sur [0, £(~y;)] et le prolonger sur [¢(+x), M] de maniere constante. Du coup,
ces courbes sont 1-lipschitziennes, et quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer

qu’elles convergent vers une courbe rectifiable v € T'(E, F).

On peut supposer que () tend vers M. On note que pour tout ¢ < M, la semi-
continuité de p implique que liminf p o v (t) > p o y(¢t). Du coup, on a, en se fixant
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a >0,

(k) M—o
lim inf / povye > liminf / PO Vi
0 0

M-«
> / liminf p o
0

M—«
> [ pen
0

ou on a aussi utilisé le lemme de Fatou. La constante « étant arbitraire, il vient

M
liminf/pZ/ po.
Tk 0

Ecrivons maintenant v = 7;0s,. On a s/, < 1 presque partout car (k) est uniformément

M M
/ poy > / (povsos,)s,
0 0

1-lipschitzienne, donc

Vv
—_

En rassemblant ces estimées, on aboutit a la contradiction recherchée

1 < lim inf p<1-—9.

5.3. Espaces de Sobolev

On suit [BKR]. Nous allons présenter les espaces de Sobolev basés sur la notion de
gradient supérieur selon N. Shanmugalingam [Sha].

Définition. Soient U C X un ouvert et v : U — Y une application mesurable entre
espaces métriques. Un gradient supérieur g de u est une application mesurable g : U — R,

telle que, pour toute courbe rectifiable « : [0, 1] — U, on ait

wwa»—mwmﬂs/g.

On parlera de gradient supérieur p-faible si g € L} (U) et si 'inégalité ci-dessus est
valide pour p-presque toute courbe. Notons que si g est un gradient p-faible, alors la
Proposition 5.14 nous construit une suite de gradients supérieurs (g,) qui converge dans

L? vers g par convergence dominée.

Remarque. Si u € C'(R"), alors |Vu| est un gradient supérieur de w.
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DEFINITION 5.22 (Espaces de Sobolev). — Soient (X, xq, ) un espace mesuré pointé
et Y un espace métrique. L’espace de Sobolev WIP(X|Y) est l’ensemble des fonctions
continues f : X — Y qui admettent un gradient supérieur p-faible et telles que la fonction
u: x> dy(f(x), f(zo)) soit LP-intégrable.

EXERCICE 5.23. — Montrer que si f € VVZ P(X,Y), alors f est absolument continue sur
p-presque toute courbe.

EXERCICE 5.24. — Soit U un ouvert de R?. Soit u € LP(U) est une application qui admet
un gradient supérieur p-faible g € L*(U), p > 1.
(1) Soit R = [a,b] x [c,d] C U. Montrer que pour presque tout y € [c,d], | pxiy) €st
AC.

(2) En déduire que u admet des dérivées partielles en presque tout point.

(3) Montrer que ces dérivées partielles coincident avec les dérivées au sens des distri-
butions.

(4) Conclure u appartient a la classe WHP(U).

THEOREME 5.25. — Un homéomorphisme quasiconforme f : X — Y entre espaces me-
triques Q-Ahlfors-réguliers appartient a W, ’Q(X Y).

Nous commencons par un lemme de recouvrement et en tirons des conséquences.

LEMME 5.26. — Soit X un espace métrique précompact et B une collection de boules
fermées B(x,r(x)) centrées en chaque point de X et de rayon uniformément borné. Alors
il existe une famille finie ou dénombrable de boules B; = B(z;,r;) € B recouvrant X avec
les propriétés suivantes.

(1) On a B(wx;,r;/3) N B(xj,7;/3) =0 dés que i # j.
(2) Sii # j, alors ou bien z; ¢ Bj et B; \ B; # (), ou bien z; ¢ B; et B; \ B; # (.
Démonstration. — Soit M le supremum des rayons, et posons
Xp={reX, 3/)"M <r, < (3/4)'M}.

On construit un ensemble fini X; par récurrence comme suit. Prenons 1 € X, puis
x5 € X\B(z1,71). Si B(x1,71) C B(xy,73), onoublie z1. Sizy, ..., zj € X sont construits
vérifiant (2) alors on choisit 2}, & Uy<i<;B;. On oublie tous les points z;, i < j tels que
B(z},r}) C B(xj,,,7j,). Du coup, ce nouvel ensemble vérifie aussi (2).

Si i > j, alors puisque x; ¢ Bj, on a r//3 4+ 1;/3 < (7/9)r; < (7/9)|z; — xj| ; don
(1/3)B} N (1/3)B} = . Ceci implique en particulier que cette procédure nous fournit un
sous-ensemble fini de X; par précompacité. Notons .J; cet ensemble fini de points.

Nous construisons maintenant des sous-ensembles finis J, = {a¥,... 2k } de X tels
que

251 & (Uiek Uies, B) U (Uics BY)
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et tels que (2) soit vérifiée pour chaque J.

l
i

Par construction, X C Ugs1 Ujes, BY

%, et (1) est vraie. Soit k < [, et prenons z% et x

Par construction, z! ¢ B]’? et

o . 3\ 3\ Al
2§ — x| > 7 > 1 M > 2 >

Ceci implique (2). O

LEMME 5.27. — Soit f : X — Y un homéomorphisme ou X et Y sont des espaces
métriques avec X précompact. Soit B une famille de boules vérifiant les conclusions du
Lemme 5.26 et tel que, pour chaque B(x,r(z)) € B, L¢(z,r(x)) < Hls(z,r(x)). Alors
diam f(B) . diam f(B’)
B ————=|NBAB _
(70 Bl ) 05 (500, T
pour toutes boules B = B(x,r(z)) et B’ = B(a/,r(2")) dans B avec x # '

Démonstration. — On peut supposer 2’ ¢ B. Puisque
diam f(B)
5 (0, S5 ) c pm
on a
di B
(52 7~ @) > L)
Si on a aussi " B
1)~ (o) > T IEL

alors I'inégalité triangulaire implique
diam f(B) , diam f(B)\
B(f(x)’l()—H) OB<f(I)710—H =0.
Sinon, prenons z € B\ B’; il vient

/ / diamf(B’)
[f() = f@)+ 1 f (@) = f@)] 2 |f(z) = f(@)] 2 —5 57—

de sorte que

diam f(B’) < diam f(B’) .

diam f(B) + Vi > Vi

Par conséquent
, diam f(B’)
) d B> ——~—~
(5.3) iam f(B) > o
Par (5.2) et (5.3), on obtient

S diam f(B) S diam f(B’)

Donc on a diam £(B) diam £(B)
iam . diam
B (f@“)’w) ng (f@“)rw) =0
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Nous utiliserons dans la suite le lemme suivant di a J. Stromberg et A. Torchinsky [ST]

dans I'espace euclidien :

LEMME 5.28. — Soit B une famille de boules dans un espace Ahlfors-régulier X. On
associe a chaque boule B un réel ag > 0. Soit A > 1 et p > 1. Il existe une constante
C > 0 telle que

<C-

Z apX\B

BeB

Z apXB

BeB

Lp p

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.25. Il suffit de trouver, dans chaque boule fermée de
rayon finie B, une fonction borélienne p € L%(B) telle que

P (0) = ()] < / p

-
pour Q-presque toute courbe 7 : [0,1] — X.

Pour chaque n > 1, on note I',, la famille de courbes y dans B telles que diam~ > (1/n).
Nous allons construire un gradient supérieur pour ces courbes qui sera L2-intégrable.

Si # € B, on considére un rayon r, €]0,1/2n] tel que Li(z,ry) <2Hls(z,75).

On applique le Lemme 5.26 aux boules {B(x,r,)} et on désigne par B le nouveau
recouvrement de B.

Posons

L Ty T3
Pn = 22 —f(r' )XQBZ- .
B (2

Sivyel,, alors
[rmz2 ¥ Lyfawr) = 3 dian f(B) > |2(0)) - 16(0)
R B;nry#0D

puisque {f(B;)} recouvre f(7).
Le Lemme 5.28 implique

Lf(xhri)Q
/ s / > g X

Il vient de la régularité de X que

/Pg S Ly(wim)?.

BeB
Mais
L (z, )9 =< py (B(f(z;), diam B(f(z;), L (z, ;) /120H%)))

et puisque ces boules sont deux a deux disjointes, on peut conclure

/ 09 <y (F(1+ 1/n)B)) < oo
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Nous avons prouvé que, pour chaque n > 1, pour toute courbe v € I',;, on a fv Pn >
|f(v(1)) — f(~(0))]. De plus, il existe une constante M < oo telle que ||pn||re < M pour
tout n > 1.

Par le théoreme de Banach-Alaoglu, il existe une sous-suite (p,, ) qui converge dans la
topologie faible-* de L? vers une fonction borélienne p. On déduit du lemme de Mazur
que l'on a convergence d'une combinaison convexe (py) de (py, ) vers p dans LS.

Observons que si v € I, alors, pour tout k assez grand, fv e > | f(v(0) = f(~(1))].

Le Lemme 5.16 implique

[ o= 1160 - fo)

~

pour Q-presque toute courbe de UT,. [ |
COROLLAIRE 5.29. — Sous les hypothéses du Théoréme 5.25 il existe une constante K
telle que

Ly(2)? < Kpy()

presque partout, ot jiy est la dérivée volumique de f.

DEMONSTRATION. On remarque que

B(f(x), Ly(z,r)/(2H)) C B(f(x), {s(z,7)) C f(B(x,r)).
Donc
Ly(z,7)? < py (f(B(x,7)))
et par le théoreme de différentiation de Lebesgue, on en déduit que L? <y presque
partout. m

On définit 'application

(uy(f(B(:v,r))))”Q
px (B(z,r))
Cette application est aussi clairement borélienne.

gs(x) = H limsup

r—0

PROPOSITION 5.30. — St f est quasiconforme alors il existe une constante C' > 0 telle
que Uapplication Cgy soit un gradient supérieur Q-faible associé a f.

DEMONSTRATION. Comme f € Wl’Q(X, Y), f est AC sur Q-presque toute courbe. On

loc

peut donc supposer que v : [0, L] — X est un chemin rectifiable paramétré par longueur
d’arc et que f|y est AC.

Pour tout z € v, il existe r, > 0 arbitrairement petit tel que
f(B(z,1.)) C B(f(2), L¢(z,7.)) C B(f(2),2H{;(z,72)).-
Du coup, si y(t) = z alors

diam (foy)(Jt = ru, t + 1) <4Hls(2,7,)) S Huy(f(B(z,rz)))l/Q .
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Soit € > 0; pour j € Z, on considere
E; ={t€]o,L[, 27" < g;(v(t)) < 27}.

Pour t € I/;, on peut trouver r, assez petit pour que

py (f(B(z,7:)))"?

Tz

5 gf('z) )
donc,
diam (f o y)(Jt — r., t +1.]) < 27r, .

Soit U; D E; un ouvert tel que £(U;) < €(E;) + /2%, On peut s’arranger pour que
|t = 7.t +1r.]C U; pour chaque t € E;. On extrait un sous-recouvrement (/;;) par la

Proposition C.1; on peut méme s’arranger pour qu’un point x n’appartienne au plus qu’a

27 Z T

20(U;)
2U(E;) + ¢/2V

/ gf‘|'€/2m.
YIE;

Soit F' les points pour lesquels gy oy = 0. On montre que £(f(F')) = 0 en utilisant les

deux tels intervalles. On obtient

Z diam f(y(I;;))

N

AR ZA

AN

estimations ci-dessus. Soit G les points pour lesquels gy oy est infini. Si ¢(G) > 0, alors

on a bien 'inégalité recherchée. Sinon, ¢(G) = 0 et par continuité absolue, on a aussi

(f(@) = 0.
Comme (1;;);; recouvre [0,L] a un ensemble nul pres, il vient en rassemblant nos

différentes estimées

FO() = F(0)] < / o

N
|

PROPOSITION 5.31. — Soit f : X — Y un homéomorphisme quasiconforme entre deux
espaces métriques propres QQ-Ahlfors réquliers, alors

modgl’ < modg f(I).
DEMONSTRATION. Si ¢ est admissible pour f(T'), on pose
p=ocof-gs.

Comme f est absolument continue sur presque toute courbe, on a

[o=[rorwz] ozt
v o f()

Par ailleurs,
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[ = [eonted = [wonu< [

5.4. Espaces de Loewner

J.Heinonen et P.Koskela ont développé une théorie des homéomorphismes quasicon-
formes dans certains espaces métriques mesurés, qualifiés de Loewner, dans lesquels les
propriétés locales deviennent globales [HK]. On définit ici une classe un peu plus restric-
tive d’espaces de Loewner (en imposant la condition (2)). Si (E, F) est un condensateur,

sa distance relative A(FE, F') se définit par la formule

dist(E, F)

A(EF) = :
(E, F) min{diam F, diam F'}

EXERCICE 5.32. — Soitn un homéomorphisme de R . Montrer qu’il existe deux homéomorphismes

ne de Ry tels que, pour tout homéomorphisme n-quasimobius f et tout condensateur
(E,F), on a

n-(A(E, F)) < A(f(E), f(F)) < (A(E, F)).

DEFINITION 5.33 (Espace loewnesque). — Un espace métrique mesuré (X, d, u) est un
espace loewnesque s’il est connexe par arcs et s’il existe une dimension Q > 1 telle que
les deux propriétés suivantes soient vérifiées :

(1) CONDITION DE LOEWNER. Il eziste une fonction décroissante 1) : Ry — Ry telle

que, pour chaque condensateur (E, F),
modg(E, F) > ¢(A(E, F)).

(2) AHLFORS-REGULARITE. (X, d, 1) est Q-Ahlfors-régulier, ¢’est-a-dire que pour toute
boule B(R) de rayon R € ]0,diam X], on a u(B(R)) < R°.

Le point (2) permet d’obtenir des bornes supérieures sur les @-modules a I'instar du
Lemme 5.20. Le point (1) impose des bornes inférieures.

C. Loewner a démontré que la capacité d'un condensateur non dégénéré de R", n > 2,
est toujours non nulle [Loe|. Cette propriété implique ensuite la condition qualifiée de

Loewner ci-dessus.

REMARQUE 5.34. — En général, on montre qu'un espace Q-régulier est loewnesque en
montrant qu’il vérifie une inégalité de type “Poincaré”. N’en faisant pas un usage explicite
dans ces notes, on peut consulter [HK, Hei] et les références qui s’y trouvent.

Les inégalités de Poincaré servent aussi de point de départ a J. Cheeger pour élaborer

un calcul différentiel dans des espaces métriques [Che].
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5.4.1. Propriétés géométriques. Le lemme suivant indique qu'un espace de Loewner a

beaucoup de courbes rectifiables.

LEMME 5.35. — Si X est Q-loewnesque, alors il existe ¢ > 0 et m > 0 telles que, pour
toute boule B,

modg{y C B, diam~y > cdiam B} > m.

DEMONSTRATION. On se fixe une boule B de rayon r < diam X/2 et de centre x € X, et
une constante A € |0, 1[ que l'on déterminera plus tard.
On se donne un point y a distance Ar/2 de x, et on considére une courbe qui les relie.

On en extrait deux continua E et F' contenant respectivement z et y et de diametre Ar/8.
Par conséquent, A(E, F') < (Ar/2)/(A\r/8) = 4.

SCHOLIE 5.36. — Soient X un espace Q-loewnesque, x € X, r €]0,diam X[, A\, Ay €
10,1/2[ et (E,F) un condensateur tels que diam E,diam F' > \ir, E,F C B(z,r) et
dist(E, F) < X\or. 1l existe C = C(Aa/ M1, X) < o0 telle que la famille T'(E, F, B(x,Cr))
des courbes T'(E, F') contenue dans B(x,Cr) soit de Q-module supérieur a (1/2)1(Aa/A1).

Démonstration. — On se fixe C' > 1 que I'on déterminera plus tard. Observons que
A(E,F) < Xor/(Air) = Aa/A1. On écrit I'(E, F) =T'; UTy, ou I'y consiste en les courbes
contenues dans B(z,Cr), et I'y les autres. On considere 'ensemble I, des sous-courbes
de I'y qui relient (FU F') a X \ B(z,Cr). On a donc, par le Lemme 5.20,

modoly < modoly < (log C)' 9.

Si on choisit C' assez grand alors on aura modgl® < (1/2)1(A2/A1). On obtient donc

P(A2/A1) < modpl
< modgl' + modgT
< model'y + (1/2)Y(A2/A1)
dott modgl'y > (1/2)v(Aa/M). 0

On choisit A = (1/C) et ¢ = (A/4), ou C est définie ci-dessus pour \; = (1/2) et
Ay =(1/8). On aI'(E, F,B) C {y C B, diam+y > cdiam B}, donc

(1/2)y(4) < modol'(E, F, B) < modg{y C B, diam~y > cdiam B} .
]

Notons qu’un espace loewnesque a de bonnes propriétés de connexité. Nous en donnons
deux.

PROPOSITION 5.37. — Un espace de Loewner X est quasiconvezre, au sens qu’il existe
une constante C' < oo telle que, pour tous x,y € X, il existe une courbe v qui les relie
telle que {(y) < C' - |z —y|.
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DEMONSTRATION. Soient x1,y; € X et notons 1y = |z — y1|. On construit un continuum
E; joignant x; a X \ B(xy,7/4) dans B(x1,71/4), et F; de maniére analogue pour y;.
D’apres la Scholie 5.36, on a

mOdQF(El,Fl,B(Il,OT1>) Z 77Z)(4)

En testant sur p = Xp(z,,0r), ON trouve qu’il existe une courbe v, C B(xy, Cry) qui relie
Ey a I telle que

| —

l(n) <

< kK-'1

(et

pour une constante x < co.

On choisit maintenant z5 € 7 N Ey, et on écrit ry = |1 — 29| < r1/4. Prenons Fy C F4
joignant z; & X \ B(z1,75/4) dans B(x1,73/4) et E} C (71 N B(x2,72/4)) contenant z; et
de diametre au moins r5/4. On obtient par le méme argument une courbe 7, de longueur
au plus kre. De proche en proche, on construit v, qui relie (7,_1) a Ej de longueur au
plus kr/4%, ott Ej contient x; et est de diametre au plus 7/4**!. On peut alors extraire
une courbe 7, de Uy de longueur au plus xr »_(1/4™). On procede de méme avec y, pour
obtenir v,. La concaténation de v, et 7, nous donne la courbe recherchée. [ |

La propriété suivante est cruciale pour construire des condensateurs.

DEFINITION 5.38 (Connexité locale linéaire). — Un espace métrique X est linéairement
localement connexe s’il existe C' > 0 telle que, pour tout x € X, tout r > 0, on ait :
(1) tout couple de points dans B(x,r) appartient d un continuum contenu dans B(x,Cr) ;

(2) tout couple de points dans X \ B(z,r) appartient a un continuum contenu dans

X\ Bz, (1/C)r).
EXERCICE 5.39. — Montrer qu’un espace loewnesque est linéairement localement conneze.

5.4.2. Transformations quasiconformes. Les espaces de Loewner ont été définis pour trou-
ver le bon contexte pour que le théoreme suivant soit vrai. Donnons d’abord la définition

d’un homéomorphisme géométriquement quasiconforme.

DEFINITION 5.40 (Homéomorphisme quasiconforme). — On dit qu’un homéomorphisme
f: X — X' entre espace de dimension () est géométriquement quasiconforme s’il existe

une constante K telle que, pour toute famille de courbes I' de X,
1
medQF < modgf(I') < Kmodgl.

THEOREME 5.41. — Soient X un espace Q-loewnesque compact, f : X —Y un homéo-
morphisme sur un espace QQ-réqulier linéairement localement connexe. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes.

(1) f est quasisymétrique,
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(2) f est quasimébius,

(3) f est géométriquement quasiconforme,

(4) f est métriquement quasiconforme.

St l'une de ces propriétés est satisfaite, alors f est absolument continu et absolument

continu sur QQ-presque toute courbe de X, et'Y est loewnesque.

Ce théoreme synthétise plusieurs résultats, voir [HK, HKST, Tys1, Tys2]. Le Théoréeme
5.5 donne ((1) < (2)) = (4); la Proposition 5.31 montre (1) = (4); par le Théoreme
5.25, ces applications sont absolument continus sur Q)-presque toute courbe. Le Théoreme
5.42 ci-dessous montre ’absolue continuité.

THEOREME 5.42. — Soient X,Y Q-réguliers avec X loewnesque. Si f : X — Y est
quasisymétrique, alors f est absolument continue.

DEMONSTRATION. Soit E un ensemble borélien borné de X . On recouvre E par des boules
(B,); qui vérifient les conclusions de la Proposition C.1. Par le Lemme 5.35, il existe, pour
chaque j, une courbe v; : [0,1] — (1/5)B; telle que diam~y; > |v;(1) — ~,(0)| 2 diam B,

et
Q
/ gr| = / [ -
¥j (1/5)B;

J
Pour établir ce fait, il suffit de tester le module avec p = g; qui est admissible par

la Proposition 5.30, en remarquant que g5 = ,uf/ @ presque partout par le théoreme de

différentiation de Lebesgue.

Par quasisymétrie, on a |f(v;(1)) — f(7;(0))| 2 diam f(B;). De plus, comme gy est un

gradient supérieur, on a aussi
£ = OO 5 [ o5
Vi

de sorte que

diam f(B;)? < / Ly -
(1/5)B;

En utilisant le fait que ces boules sont deux a deux disjointes, il vient

UNIEAED SY NS N2

]

Done py (f(E)) S [ 1y u

REMARQUE 5.43. — Les transformations quasisymétriques f : R — R ne sont pas abso-
lument continues en général. En effet, si p est doublante sur R et étangere a la mesure de

Lebesgue, alors f(x) = sg(z)u([0,z]) est quasisymétrique et non absolument continue.
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5.5. Théoréme de Liouville

Cette partie est consacrée a la démonstration du théoreme de Liouville suivant P. Tukia
et J. Véisala [TV].

THEOREME 5.44 (de Liouville). — Une transformation conforme de S™, n > 2, est une
transformation de Mobius.

Nous allons en fait établir un résultat plus général. Disons qu'un homéomorphisme de
S™, n > 2, est 1-quasiconforme §’il préserve le n-module des condensateurs. Nous allons
montrer qu’un tel homéomorphisme est toujours une transformation de Mobius.

PROPOSITION 5.45. — Soit f : M — M’ un difféomorphisme conforme entre deux
variétés riemanniennes de dimension (Q > 1. Si I' est une famille de courbes sur M

et f(I') désigne la famille {f(~y),v € I'}, alors
modol’ = modg f(T') .

En particulier, un difféomorphisme conforme est 1-quasiconforme.
DEMONSTRATION. Si p’ est une métrique admissible pour f(T'), on définit

p=pof-|Df].

On obtient par changement de variables et du fait que le jacobien d’une transformation

conforme est la puissance @)-ieme de la norme de sa dérivée :

monTS/ pQ:/ (0)®
M /

donc modgI” < modg f(I') et on conclut par symétrie. [

On établit quelques propriétés intermédiaires.

PROPOSITION 5.46. — L’ensemble F des transformations 1-quasiconformes de R™, n > 2,
telles que f(0) = 0 et f(e1) = e1 est uniformément équicontinu et toute limite est un

homéomorphisme.

DEMONSTRATION. On travaille sur la sphere R" munie de la métrique sphérique, qui en
fait un espace de Loewner. Notons ¢ le controle donnée par la condition de Loewner.

Notons Fy = [e1, 0], F} = [0, 00] avec e; & F, et F, = [0, eq]. Il existe 6y > 0 telle que,
pour tout x € ]@n, max{dist(z, Fj), j =0,1,00} > §. On désignera par F,, un continuum
qui maximise cette distance. Par suite, si r < dy/2, alors A(B(z, 1), F) > do/(4r). Il vient
mod,,(B(z,r), F,) < (log do/(4r)) .

Si maintenant f € F, alors

V(A(f(B(z,7)), f(Fr)))

VAN

mod,,(f(B(z,r)), f(F,))
mod,, (B(z,r), F,)

< (logdo/(4r))' "

IA
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(e

= diam f(B(z,r))

A(f(B(z,r)), [(F2))

des que r est assez petit, donc
s

= 0T (w(log 60/ (4r))1)

pour une constante x donnée. Ceci établit 1’équicontinuité.

diam f(B(z,r))

Soient (fy) une suite de F qui tend vers une application f. Montrons d’abord que si
x & {0,e1,00}, alors f(z) ¢ {0,e1,00}. On construit deux continua disjoints £ D {x,0},
et F' D {e1,00}. On a essentiellement

(e

< P(A(fr(E), fr(F)))

< mod,(fi(E), fe(F))
< mod,(E, F) < o0

donc f(x) ¢ {e1,00}. En permutant les roles, on montre aussi f(x) # 0.

Supposons maintenant qu’il existe x,y tels que f(z) = f(y). En appliquant le méme
argument avec un condensateur (£, F'), ou {z,0} C F et {y,c0} C F, on montre que
f(z) # f(y). Donc f est injective et c¢’est un homéomorphisme. [

COROLLAIRE 5.47. — L’ensemble F des transformations 1-quasiconformes de R" telles
que f(0) =0 et f(e1) = ey est un groupe compact.

DEMONSTRATION. Il est clair que F est un groupe. Il nous reste & montrer qu’il est fermé.
D’apres la Proposition 5.46, il suffit de montrer que si (fx) C F tend vers f et (E,F)
est un condensateur, alors mod, (f(E), f(F)) > mod,(E, F). On aura l'autre inégalité en
considérant la suite des homéomorphismes réciproques (f; ).

La Proposition 5.21 montre justement que

mod,,(f(E), f(F)) > limsup mod, (fx(E), fx(F)) = mod,(E, F) .

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme de Liouville :
DEMONSTRATION DU THEOREME 5.44. La Proposition 5.45 implique que tout difféomorphisme
conforme est 1-quasiconforme. D’apres le Théoreme A.7, il suffit de montrer que ces ap-
plications préservent les spheres.

Notons B = B(0, 1) et ' C F le semi-groupe des transformations 1-quasiconformes g
telles que g(B) D B. Pour tout homéomorphisme 1-quasiconforme f, pour tout x € R" et
tout r €10, 7|, il existe des transformations de Mdbius ¢ et @5 telles que ¢1(B) = B(x,r)
et (p20 fopr) € F.
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Il suffit donc de montrer que f(B) = B pour tout f € F'. On procede par 1'absurde.
Puisque F est compact (Corollaire 5.47), F’ I'est aussi. Donc il existe h € F’ telle que
A(h(B)) = sup A(f(B))
feF

ol A désigne la mesure de Lebesgue.
Si A(h(B)) > A\(B), alors B est un sous-ensemble strict de h(B), par conséquent h(B)

est aussi un sous-ensemble strict de (h o h)(B). Mais alors,

A((hoh)(B)) > A(h(B)),

ce qui contredit la définition de h puisque (ho h) € F'. [

C. THEOREMES DE RECOUVREMENTS ET APPLICATIONS

On énonce deux théoremes de recouvrements classiques, et on donne en application le
théoreme de différentiation de Lebesgue. Une référence est [Hei, Chapitre 1].

PROPOSITION C.1 (recouvrement de type 5r). — Soit X un espace métrique. Etant
donnée une famille de boules B de rayon uniformément borné, il existe une sous-famille
B’ de boules deux a deux disjointes telle que

UpesB C UpepbB.

On dit qu'une mesure positive localement finie p satisfait une condition de doublement
du volume s’il existe une constante C' telle que, pour toute boule B, u(2B) < Cu(B).

PROPOSITION C.2 (recouvrement de Vitali). — Soit X un espace métrique munie d’une
mesure doublante . Soit B une famille de boules centrées en tout point d’un sous-ensemble
A C X et telle que, pour tout x € A, inf{r, B(x,r) € B} = 0. Il existe une sous-famille
B’ de boules deux a deux disjointes telle que

,u(A \ UBEBB> =0.
La Proposition C.2 permet d’établir

THEOREME C.3 (Théoreme de différentiation de Lebesgue). — Soit (X, ) un espace

doublant. Pour toute fonction borélienne f € L'(u), pour u-presque tout x € X, on a

o -

Si f:(X,un) = (Y,r) est un homéomorphisme entre espaces mesurés, on peut définir
la mesure f*v sur X en (f*v)(A) = v(f(A)). D’apres le théoreme de Radon-Nikodym, il
existe v, < p et vy L p telles que f*v =, + vs.
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DEFINITION C.4 (dérivée volumique). — La dérivée volumique de f est

_dy,
=i

K

On a donc v(f(A)) > [, iy pour tout borélien A C X. Si pu est une mesure doublante,
alors, le théoreme de différentiation de Lebesgue implique que pour p-presque tout x € X,
on a

i MU (B )
#) = Bl r)

Si f est absolument continu i.e., si v, = 0, alors

o) = [

pour tout borélien A C X, et on a la formule de changement de variables

/Ysodv=/x(900f)ufdu,

pour toute fonction borélienne ¢ € L'(v).

D. QUELQUES RAPPELS

THEOREME D.1 (Vitali-Carathéodory). — Soit (X, u) un espace topologique muni d’une
mesure borélienne positive. Pour tout f € L'(u) et tout e > 0, il existe une fonction

semi-continue inférieurement u > f telle que

/fduz/udu—a.

Voir [Rud, Thm 2.24].

THEOREME D.2 (Mazur). — Soit X un espace linéaire normé. Supposons qu’il existe une
suite (x,) de X qui converge faiblement vers x € X. Alors, pour tout n > 1, il existe n(k)
et une combinaison linéaire convexe

T, = Z O Ty
j=1
(af,....angy = 0 vérifient Z?Lkl) off = 1), tels que
lim||z —Z,|| =0.

Voir [Yos, Thm 2, p.120].
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6. THEOREME DE MOSTOW

L’objet de ce chapitre est de présenter la démonstration du théoréme suivant [Mos,
Mar, Sull.

THEOREME 6.1 (G.D.Mostow). — Soient My et My deuzx variétés compactes hyperbo-
liques de dimension au moins 3. Si leurs groupes fondamentaux sont isomorphes, alors
les variétés sont isométriques.

Pour j = 1,2, on considére un sous-groupe d’isométries G; tels que H" /G, ~ M;.
Le groupe G opere donc géométriquement sur H"™ . D’apres le lemme de Svarc-Milnor,
I'espace hyperbolique H" est quasi-isométrique a l'orbite d'un point G;(w;).

Notons h : G; — G5 un isomorphisme. On définit ¢ : G (w;) — Ga(ws) par ¢(g(wy)) =
h(g)(ws). On obtient ainsi une quasi-isométrie équivariante ¢ : H" — H"2. Par conséquent,
le Théoreme 3.26 montre que ¢ se prolonge en un homéomorphisme quasimoébius ¢ :
Sm—1 — §"2—1 équivariant.

On en déduit en particulier que ny = ny = n.

Puisque n > 3, le Théoreme 5.42 implique que ¢ est absolument continu. Notons A la
mesure de Lebesgue de S"~! et u la mesure sur 9*H" définie par

du(z,y) = o) ® dMy) ®2§?%)
|z —yle

Par suite, il existe une fonction intégrable h telle que d(¢*A) = hdA. Donc les mesures
p et o*p sur O*H™ sont dans la méme classe. Etant ergodiques (Théoreme de Hopf), on en
déduit qu’elles sont proportionnelles. Par le Lemme 4.6, on conclut que ¢ est de Mobius.
Comme ¢ est une transformation de Mdbius qui commute avec Gy et Go, ¢ se prolonge en
une isométrie hyperbolique équivariante par la Proposition A.8, et passe donc au quotient

en une isomeétrie. [

EXERCICE 6.2. — Montrer que sin = 2, alors ou bien @ est totalement singulier, ou bien
@ est une homographie.

7. ESPACES CAT(-1)
Nous nous référons ici essentiellement a [BH, GdIH, Boul, Bou2].

7.1. Triangle de comparaison

Soit X un espace métrique géodésique.

Rappelons qu’'un triangle A est la donnée de trois points a, b, c et de trois segments
géodésiques qui les relient deux a deux. On lui associe un triangle de comparaison A =
{@,b,¢} sur H?, bien défini & isométries pres de H?, dont la longueur des cotés ont méme
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longueur que ceux de A. Son existence découle essentiellement de I'inégalité triangulaire.
En effet, si on place @ et b dans H? & distance dx(a,b), et que I'on considere le cercle
centré en a de rayon dx(a,c), alors un point courant z de ce cercle aura sa distance a
b qui variera entre dx(a,b) + dx(a,c) et |dx(a,b) — dx(a,c)|; or cet intervalle contient
dx (b, ¢) par 'inégalité triangulaire donc le théoreme des valeurs intermédiaires nous donne
I'existence de ¢ a distance dx (a, ¢) de @ et dx (b, ¢) de b. On définit aussi [’angle comparaison
Zq(b, c) comme étant I’angle correspondant de A (en @).

On considere enfin application fa : A — A dont la restriction & chaque coté est une

isométrie et telle que f(a,b,c) = (a,b,c).
DEFINITION 7.1. — (1) On dit que A satisfait le théoréeme de comparaison d’Alek-
sandroff si fa est une dilatation.

(2) On dit que X est un espace CAT(-1) si tout triangle de X wvérifie le théoréme de
comparaison d’Aleksandroff.

Les espaces hyperboliques H", n > 2, sont des exemples d’espaces CAT(-1). Plus
généralement, les variétés riemanniennes simplement connexes de courbure sectionnelle
majorée par (—1).

EXERCICE 7.2. — Soit X un espace CAT(-1). Etablir les propriétés suivantes.
(1) Par deuz points passe un unique segment géodésique.

(2) Soit A un triangle hyperbolique. La distance d’un point x auz deux cotés opposés
est borné par log(1 + v/2).

(3) Soient ry, ro deux rayons géodésiques. Ou bien 11 et ro sont asymptotes et il existe
u € R tel que limy_, dx (r1(t +u),ro(t)) = 0; sinon dx((r1(t),r2(t)) 2 t.

(4) 11 existe 6o > 0 telle que, pour tous w,z,y € X, on ait
|d(w7 [x7y]) - (xly)w| < 60'

(5) L’espace X est hyperbolique au sens de Gromov i.e., il existe § > 0 telle que, pour

tous x,y,z,w € X, on ait

(z]2)w > min{(2|y)w, (Y[2)w} — 9.

7.2. Compactification

On reprend les mémes idées que pour les espaces hyperboliques. Les démonstrations
identiques ne seront pas répétées. On suppose dorénavant que X est un espace propre.
Notons R I’ensemble des rayons de X sur lequel on met la relation d’équivalence r ~ r’ si
dp(r,r") < co. On désigne R/ ~ par 0X. Si w € X est fixé, on note R,, les rayons issus
de w.

EXERCICE 7.3. — On a une bijection naturelle entre R/ ~ et R,
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On munit X U 0X de la topologie suivante. On identifie X aux segments issus de w.
Un systeme de voisinages de x € X est donné par les boules (de rayon fini). Si ry € R,
on écrit V,, (R, ) 'ensemble des rayons r de X U0X tel que d(ro(R),r(R)) < €. Une base
de voisinages d’'un point £ € 0X est donnée par la famille V,, (R, ¢), ou ry représente & et
R,e > 0.

Si £ € 0X, on dit que r aboutit en £ si r représente &.
EXERCICE 7.4. — Montrer que 0X est compact si X est propre.

EXERCICE 7.5. — On reprend les notations de I’Exercice 2.3. Montrer que si X est un
espace de type CAT(-1), alors 0cX est homéomorphe d 0X .

EXERCICE 7.6. — Soit X un espace propre de type CAT(-1). On se donne deuz rayons
ry et r— non équivalents. Montrer qu’il existe une géodésique v asymptote a ry en +0oo

et a r_ en —oo, unique au paramétrage pres. On dit que X a la propriété de visibilité.

7.2.1. Angle de comparaison a linfini. On se donne &, € 0X et w € X. On considere
deux rayons r et 7’ issus de w qui tendent vers £ et ( respectivement. Soit 7y un rayon
de H?. Pour tout ¢ > 0, on considere le triangle de comparaison de {w,r(t),r'(t)}, ou r
est représenté par ro. Puisqu'’il vérifie le théoreme de comparaison, on a Z,(r(t),r'(t)) >
Ly(r(t"),r' (') pour tout ¢’ < t. Donc

Lu(€.0) = im Zu(r().7'(9)
existe et définit ['angle de comparaison a linfini de {w, &, }.
7.2.2. Fonctions de Busemann. Soit r un rayon. On considere
b.(z) = tliglo d(r(t),z) —t.
Cette fonction est bien définie puisque, si t > ', alors
d(r(t),z) —t —d(rt'),z) +¢ <d(rt),rt)) — |t —t| <0
donc t — d(r(t),z) — t est décroissante, et minorée par —d(r(0),x).

DEFINITION 7.7 (Fonction de Busemann, horosphéres). — Si & € 90X et z,y € X, on
définit
ﬁ&(x7y) = br(m) - br(y)

ot T aboutit en & (cette limite est indépendante du rayon car ils sont tous asymptotes).

Les lignes de niveauz {b,(x) = L} sont les horosphéres.

On a les propriétés suivantes, dont la démonstration s’établit comme dans le cas hy-
perbolique.

PROPOSITION 7.8. — On a les propriétés suivantes :

(1) Be(z,y) = —Be(y, x).
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(2) Be(w,y) = Be(w, 2) + Be(2, ).

(3) |Be(x,y)| < d(z,y), avec égalité si et seulement si x,y,& sont alignés.

PROPOSITION 7.9. — L’application (X UO0X) x X X X — R qui a (§,2,y) — Be(z,y)

est continue.

7.2.3. Produit de Gromov a linfini. On montre que le produit de Gromov se prolonge
continument a l'infini dans le cadre CAT(-1) aussi.

PROPOSITION 7.10. — Soitw € X, £,( € 0X et~ la géodésique entre € et (, cf. Fxercice
7.6. On a
1
lim (2|y)y = = w,p) + Be(w,
i (el = 35w) + )
ot p € v. La limite est indépendante de p et on la note (§|¢)y. De plus, si x, y sont dans

X, alors

(1) (€10)e — (€100, = 5Bl ) + Bl )

PROPOSITION 7.11 (Distance visuelle). — Pour tous z € X, £, € 0X, on a

1

et cela définit une distance d, sur 0X. Les angles de comparaison définissent aussi une
distance. De plus, si x,y € X et £, € 0X, alors

dy(&,¢) = ez Be@n)tbeewd g (¢ ¢) .
Nous aurons besoin du fait suivant :
LEMME 7.12. — Si 01,0, € [0,7/2] et sin6; + sinfy < 1, alors 6, + 0y < /2.

Démonstration. — A 6, fixé, 'application 0y — sin 61 +sin 0, est strictement croissante
de sin#; a sinf; + 1; donc il existe m < 7/2, tel que Oy < m équivaut a sin #y +sinfy < 1;

or
sin@; + sin(7/2 — 6;) = sin @, + cos @) > sin® 6, + cos*#; = 1

donc m < /2 — 6. O
Size X eta,be (XUOIX), on pose
o1
sz (a,b) = sin Eéx(a,b).

LEMME 7.13. — Les fonctions s, et Z,(-,) définissent une distance sur {a € X, |a—z| =
t} pour tout ¢t > 0.
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DEMONSTRATION. Seule 'inégalité triangulaire requiert une démonstration. On considére
a, b, c sur la sphere centrée en = et de rayon ¢t > 0.

On peut supposer que s, (a,b) + s, (b, c¢) < 1. Cela implique que Z,(a,b) + Z,(b,c) <

Prenons des triangles de comparaison {Z,@,b} et {Z,b,¢} de sorte que la géodésique
(T,b) sépare @ de .

Par hypotheses, on a

Z#(@,b) + Zz(be) < 7

et |T —a| = [T —b| = |7 —¢| = t. Donc le segment [, €| coupe [Z, b] en un unique point 7.
On note u € [z, b] le point correspondant. L’inégalité triangulaire et I'inégalité CAT(-1)

donnent
a—c < Ja—ul+u—c
< |la—7al+|u—7¢
= la—7¢.

En utilisant la loi hyperbolique du cosinus dans H?, il vient

sola,¢) = (1—0054( ))1/2

Ch2t —chla — ¢
2sh’t

_ (chla—c]—1 12
B ( 2sh?t )

chla—¢ —1\"?
( 2sh’t )

= 4
sin — 5 (a,c).
Mais puisque Zz(@, ) = Zz(a@,b)+Zz(b, ) et sin(a+3) < sin a+sin 3 pour «, f € [0, 7/2],
on obtient

1 1 -
sz(a,c) < sin 545(6, b) + sin 54;(1), C)
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soit
sz(a,c) < sz(a,b) + sg(b,c).
|
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 7.11. Les mémes calculs que pour la Proposition

2.8 montrent ]
sin 5 £, (&,¢) = e €10

et la dépendance au point base provient de (7.1). L’inégalité triangulaire découle du

lemme. [ |

7.2.4. Vue hyperbolique du birapport. Sik > 1, on désigne par %X I’ensemble des k-uplets
ordonnés de points deux a deux distincts de 0.X.

On définit p : 33X — X comme suit. Etant donnés (&,&, (), on considere I'unique point

p de (&,&') tel que (£]¢), = (£'[C)y-

EXERCICE 7.14. — Montrer que p est bien définie.

PROPOSITION 7.15. — Si (£,¢&',¢, (") € 0*X, 'expression

d.(§,€)d. (¢, ')
dy (&, ¢")dx (€, )
ne dépend pas de x € H" et on la note [£,&', (', (]. De plus,

logl€, €/.¢,C] = 3 (B(p(G. & ). (E.C.€)) — BelblC €., plEC.E)

et
’ lOg[f, 5/7 </7 CH = dX(p(€7 €7 5/)7p(<7 57 C/)) :

EXERCICE 7.16. — Montrer qu’il existe une constante C' telle que

dx((£,¢), (¢, ¢) = € < max{0,log[¢, &', ¢, (]} < dx((&,€), (¢, )+ C.

7.2.5. Action des isométries. Le groupe des isométries préserve la relation d’équivalence
~, donc opere sur 0.X.
PROPOSITION 7.17. — Si g est une isométrie alors

(1) g préserve les birapports.

(2) g est conforme au sens que

im 2296),90)) _ sewgiy
4o O |

On pose |¢(€)], = ePel@s™ @),

EXERCICE 7.18. — Montrer que si g est une isométrie, alors

(Ll ) = (“GELN)
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7.3. Le bord comme espace mesuré

Soit (X, w) un espace géodésique propre CAT(-1) pointé, et soit G un groupe qui agit
géométriquement sur X.

THEOREME 7.19. — On suppose que G est non élémentaire i.e., 0X contient au moins
3 points. On a

v = lim sup }l% log [{G(w) N B(w, R)}| = dim (X, dy)

Soit p la mesure de Hausdorff dans la dimension v ;
(i) p est Ahlfors-réquliére de dimension v.
(ii) p est une mesure G-conforme i.e., pour tout g € G, p < g*p < p et

d *
1, (€ =19 O p=pp

(iii) L’action de G est ergodique pour p.

De plus, deux mesures G-conformes sont proportionnelles.

La démonstration de ce théoreme est basée sur Iarticle de M. Coornaert [Coo].

7.3.1. Propriétés des mesures G-conformes d’ordre . On commence par quelques re-

marques qui viennent de la définition.

REMARQUE 7.20. — (1) Une mesure p est G-conforme de dimension « si et seulement
si pour tout £ € X, pour tout g € G, il existe un voisinage V' de & tel que pour
tout borélien A C V, on ait

p(g(A)) = 19'(§)[np(A).
Ceci découle du fait que les fonctions de Busemann sont continues.

(2) Si H, est une mesure de Hausdorff telle que 0 < H,(0X) < oo, alors H, est
Isom(X)-conforme dans la dimension.

Démonstration. — Soient g € Isom(X), a € 0X, ¢ > 0 et V un voisinage de a
tel que pour b,c, € V', on ait

1 (g g(0)

1 1 .
0= g audatb) =)
Donc, pour tout &£ C V,
di E
(1+e) g 1+e;
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Soit A C V un borélien, et soit n > 0; il existe t > 0 et un recouvrement (U;)
de g(A) de taille au plus t tel que HE (gA) > > diam U —n. On a donc
O A) <D (diam g™ ()
(1+e)¥9¢'(a)l|, O‘z:dlamUa
< (L+¢)%g ()], (HalgA) + n).
Donc Ho(A) < (1 +¢)% 9 (a)|,*HalgA).

Si (U;) est un recouvrement de A de taille ¢ tel que

HL(A) > Zdiam U —n,

IA

IN

alors 15 Tl (@ Dt (gA) < (142)%|g (a)|2 (ML (A)+n). Donc g*Hg est dans la méme

classe que H,, et
- Halg(Bla.r))

r—0 Ho(B(a,r)) =lg'(@l-

O

(3) Si p est G-conforme et p(0X) > 0 alors supp p = OG car supp p est G-invariant et
G est non élémentaire donc (G, 0X) est minimale (voir Théoreme E.12).

Les ombres et leurs propriétés sont définies dans ’appendice E.

LEMME 7.21 (de I'Ombre). — Si p est une mesure G-conforme de dimension «, alors il
existe C' > 0 et Ry > 0 tels que pour tout R > Ry, pour tout g € G,

(1/C)e—oc|w—g’lw| < ,O(Uw(g_lw, R)) < Ce—a|w—g’lw|62aR )
COROLLAIRE 7.22. — Si p est G-conforme de dimension «, alors p est a-Ahlfors-régquliére.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 7.22. Soient a € 90X et r > 0 ; comme 'action de G
est cocompacte, il existe une constante Cy > 0 telle que, pour tout = € X, il existe g € G
telle que |gr — w| < Cy. On choisit R > Cy + Ry, ou Ry est la constante du lemme de
I'ombre.

Pour tout z € [w, a[, on a U, (x, R) C B(a,Cexp[R—|w—z|]) d’apres le Lemme E.8. On
considere z_ € [w,a| tel que r = C'exp[R — |w —z_|]. Soit g € G tel que |[x_ —w_| < Cy
avec w_ = g~ w (cf. ci-dessus), donc B(w_, R — Cy) C B(z_, R) et

p(B(a,r)) = p(Bu(w-, R — Co)) = (1/C)e-l*7=1 > (1/C)r
car lw —w_| < |w—z_|+ Cy et Uy(w—_, R — Cy) C Uy(z_, R).
De méme, pour tout z € [w,al, on a U,(z, R) D B(a,(1/C)exp —|w — x|) d’apres le

Lemme E.9. On consideére x4 € [w,a| tel que r = (1/C)exp —|w — z4|. Soit g4+ € G tel
que |z, —w| < Cy avec wy = g7 w, donc B(wy, R+ Cy) D B(zy, R) et

p(B(a,r)) < p(Uy(we, R+ Co)) S eolomwl <o
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car lw —w_| > |w—x_| — Cy et By(wy, R+ Cy) D Uy(z, R).

Donc p est a-Ahlfors-réguliere. [

Pour le lemme de ’ombre, on montre deux lemmes :

LEMME 7.23. — Pour tout n > 0, il existe Ry > 0 telle que pour tout R > Ry, pour tout
geG,
diam (0X \ gUu,(¢ 'w, R)) < 7.

DEMONSTRATION. Par définition, on a gU,(x, R) = U,y (g2, R) pour tout x € X, et en
particulier, gU, (¢~ 'w, R) = Uy (w, R). Dong, si £ ¢ gU,(w, R), alors

(lgw)w = d(w, [§, gw]) + O(6) = R+ O(9) .
Soient a,b & gU, (g 'w, R) ; il vient

(alb)w = min{(alg(w))w, (9(w)[b)w} — 0

> R+ 0(6).

D’ott dy(a,b) < e 1.

9(0u(9™'w, R))

Par suite, si R est assez grand, on a dy,(a,b) < 7, soit diam (90X \ gU, (¢ 'w, R)) <n A

LEMME 7.24. — Soient x € X, R > 0 et £ € Uy(z, R). On a
|z —w| — 2R < fe(w,z) < |z —w|.

DEMONSTRATION. Seule la premiére inégalité requiert un argument. Prenons y € [w, {[NB(x, R);

on a
Be(w, x) = Be(w,y) + Be(y, x) = |w — y| + Be(y, x) -
Or, |Be(w,y)| < |z —y| < R, donc

lw — x| < |w—y|+ |y — 2| < Be(w, x) + Be(w,y) + R < Be(w, z) +2R.
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DEMONSTRATION DU LEMME 7.21 DE L’OMBRE. On note M = p(0X) et m = max p({£}).
On a m < M car supp p = 0X. Soit m < mg < M. Il existe n > 0 tel que si £ C 0X et
diam F < n alors p(E) < my.

D’apres le Lemme 7.23, si R est assez grand, M > p(gU, (¢ 'w, R)) > M — my. Mais
p est G-conforme donc

p(90u(g 'w, R)) = /

Ow(g~tw,R)

SOdp©) = [ explafelu. g™ w)}dp(e).

Uw(g~1w,R)
Le Lemme 7.24 implique que, pour tout & € U, (¢ 'w, R), on a
|U} - g_1w| —2R S 6§(w7g_1w) S |U) - g_1w| )

soit
elv—97 w2k ~ Be(wg™'w) ~ Jw—g~lw|

Donc 'intégrale s’estime par

/U P exp{afe(w, g (w)) }dp(€) < e 9 p(B, (g7 w, R)) et

/u (0w R) exp{eafe(w, g~ (w))}dp(€) > e =9 wI=2R) p(55, (97w, R)) .

Comme notre intégrale est de l'ordre de 1, on obtient

e—a\w—gflw\ ,S p(zjw(g—lw’ R)) 5 e—a|w—g’lw|62aR )

PROPOSITION 7.25. — Si p est G-conforme de dimension «, alors l'action de G est er-
godique.

DEMONSTRATION. Soit E C 90X un borélien G-invariant tel que p(E) > 0. Alors la
mesure v : A — p(AN E) est aussi G-conforme de dimension a. D’apres le Corollaire
7.22, v < p donc p(0X \ E) = 0. |

Pour terminer la démonstration du théoreme il suffit de construire une mesure G-

conforme dans la bonne dimension.
7.3.2. Construction d’une mesure G-conforme. Pour x € X, on note
No(R)=|{g € G, gz € B(w, R)}|
On définit le taux de croissance logarithmique des boules par

1
v = lim sup = log N, (R) .

R—o0
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REMARQUE 7.26. — Le fait que G agisse proprement de maniere cocompacte implique
que v < co. En effet, le lemme de Svarc-Milnor affirme que G est de type fini et que G est
quasi-isométrique a X pour toute métrique provenant d’un systeme de générateurs fini.
Supposons que G est engendré par k éléments et notons dg la métrique des mots induite
par cette présentation. Il vient

N.(R) < C|Bg(Id,CR)| < Ck!
d’ou v < C'logk.

THEOREME 7.27. — Il existe une mesure p sur 0X, telle que (X, d, p) est G-conforme de

dimension v.

DEFINITION 7.28 (Séries de Poincaré). — Soit s > 0, on note
P,(x) = Z o slw—gz|
geG
LEMME 7.29. — Si s > v alors Ps(x) est convergente, et si s < v alors Ps(x) est divergente.
DEMONSTRATION.

Pi(x) = Z Z e~ slgz—vl

k>1 \ k—1<|gz—w|<k
est de méme nature que

Z[N:Jc(k) - N:E(k - 1)]6_8k7

k>1

une quantité majorée par Z N, (k)e™**. Or
k>1

> No(k)e ™t =) (Z(Nmo) ~ N,(j — 1>>> e "

k>1 k>1

=) (NL(G) = Na(j = 1)) D e

Jj=1 k>j

D (Na(f) = Na(j = 1))

Jj=1

1—es

Donc P,(z) est convergente si et seulement si > N,(k)e ** est convergente. Le critere
de d’Alembert appliqué a cette derniere série permet de conclure. [ |

Pour simplifier l’arqgument, nous allons supposer que P,(x) est divergente (ce qui est le
cas).
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On pose, pour s > v,

1
— 2 7s\gx7w|6
108 Ps (I) € gz -

geG
Il s’agit d’une famille de mesures de probabilité sur X U0X. Par le théoreme de Banach-
Alaoglu, il existe s,, — v telle que p,, tend faiblement vers une mesure p. Par convergence
monotone, Ps(x) tend vers oo quand s — v™, donc suppp C 90X et suppp = 9X par
minimalité.
Montrons que p est G-conforme de dimension v. Soient g € G et a € 90X ; soit £ > 0,
il existe un voisinage V de a dans X U 90X tel que, pour tout z € V,

|Ba(w, g~ 'w) — {|& — w| — |gz —w]} <e.

Soit f: X — R une fonction continue de support dans V. On a

) = By e o).
s geG

Soit maintenant h € GG. Alors

h*ps(f) - ps(f © h_l) =

S el (1 ga)

Pi(z) geq
_ Pix) S estoamul fgg) . gmslihg—u-lgs—u]

g.92€V
Puisque g(z) € V, on a
|hgx — w| — |gx — w| = Ba(w, h w) + O(e)
et donc
W ps(f) = W (@), ps(f).
On prend s = s, — v, il en découle :

h*p(f) — W (a v+0(e)
p(f) ral

et donc
dh*p
dp

(a) = [h(a)ls,
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DEMONSTRATION DU THEOREME 7.19. Il existe une mesure G-conforme p de dimension
v d’apres le Théoreme 7.27. Par suite, le Corollaire 7.22 implique que p est v-Ahlfors-
réguliere, et donc p est équivalente a H, et dimdX = v < oo, car v < 00, et dimIX =
dim»;0X = v d’apres le Théoreme F.4. On a v > 0, sinon on aurait p(B) =< 1 pour toutes
les boules, ce qui contredit que p est une mesure de probabilité. De plus, 0 < H,(0X) < oo
implique que H, est G-conforme de dimension v par la Remarque 7.20, (2). Le Corollaire
7.22 montre aussi que si v est une autre mesure G-conforme on doit avoir dimv = v et

v < H,. Enfin, la mesure p est ergodique d’apres la Proposition 7.25. [ |

7.4. Flot géodésique

Notons GX l'ensemble des géodésiques paramétrées g : R — X que 'on munit de la
distance

— = t) — a(t)|——dt.
= alax = [ () = (015
On définit le flot géodésique sur GX par ®(y(t)) = v(t + s).

EXERCICE 7.30. — Montrer que le groupe d’isométries opére sur GX par isométries, et

que son action commute avec celle du flot géodésique.

EXERCICE 7.31. — Montrer que si G opere proprement discontinument par isométries

sur X, il en est de méme de son action sur GX.

EXERCICE 7.32. — Montrer que Uapplication v € GX +— ~v(0) € X est une quasi-

isométrie.

7.4.1. Paramétrage de Hopf. Chaque géodésique v dans X a deux points limites a I'infini
que I'on note y(—o00) et y(+00). On se fixe un point base w € X, et on définit

H:GX - X xR

par
H(7y) = (7(=00),7(+00), By (4o0) (w, 7(0))) -

EXERCICE 7.33. — Montrer que H est un homéomorphisme (il suffit de montrer que H
est continue, bijective et propre).

Dans cet espace, le flot géodésique devient

0i(¢, € 5) = (&€ s+ 1)
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7.4.2. FErgodicité du flot géodésique. Soit p la mesure de construite au paragraphe précédent.
Si g est une transformation de Mobius et E est borélien, alors la formule de changement

de variables donne
pla(E) = [ 1g2do(a).
E

On définit la mesure p sur 9?X ainsi : si £ C 9?X est borélien, on pose

ME%iédM®®dmw.

|z —y[*

On constate que p est une mesure de Radon sur 9°X.

LEMME 7.34. — La mesure p est invariante sous I’action du groupe de Mobius. Réciproquement,
si f:0X — 0X est un homéomorphisme tel que f*u = ¢ - u, ot ¢ > 0 est une constante,

alors f est une transformation de Mobius.

Sur l'espace du flot géodésique GX, on considere la mesure m = H*(du ® dt) via
le paramétrage de Hopf. Cette mesure est une mesure de Radon invariante par le flot
géodésique (car la mesure de Lebesgue est invariante par translations) et par I'action des
isométries de X (car p lest).

On se donne un groupe G qui opere géométriquement sur X. La restriction de la mesure
m a GX/G (considéré comme domaine fondamental de G sur GX) définit une mesure
meg sur GX/G, invariante par I'action du flot géodésique et de masse finie.

Le théoreme de Hopf reste valable dans ce contexte et on obtient :

COROLLAIRE 7.35. — L’action de G sur (0*°X, ) est ergodique.

7.5. Espaces hyperboliques et espaces CAT(-1)

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoreme suivant.

THEOREME 7.36 (M. Bourdon). — Soit X un espace CAT(-1) propre et géodésiquement
complet. S’il existe une transformation de Mébius f : OH" — 0X alors X et H" sont
1sométriques.

Nous aurons ainsi tous les ingrédients pour montrer la généralisation suivante du

théoreme de Mostow dont la démonstration est mot pour mot par la méme :

THEOREME 7.37 (M. Bourdon). — Soit X un espace CAT(-1) propre et géodésiquement
complet. On suppose que G est un groupe qui opere géométriqguement sur H", n > 3, et
sur un espace X de type CAT(-1) propre, géodésiquement complet et d’entropie volumique

(n—1). Alors X et H" sont isométriques.

Nous suivons [Bou2] de pres en établissant d’abord quelques lemmes.
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LEMME 7.38. — Soit f : 9H* — X un plongement de Mdbius. On considere (&1, &, (1, () €
O'H? tel que les géodésiques (&1,&;) et (1, () soient sécantes en un point w. Notons

(§1,€2: ¢, G3) € 90X Vimage de (&1, 62, (i, G2) par f. Alors les géodésiques (£, &) et (¢, G3)
sont sécantes en un point x. De plus, on a pour tous i, j € {1, 2},

DEMONSTRATION. Soit = € (&1, &) tel que Z,(&],¢;) = Z.(&,¢5). On note S cette valeur
commune et on pose @ = £, (&1,¢1). On a, d’apres la Proposition 7.11,

. o (¥

(7.2) sin” 5 = [SHEHINE]
= [6.¢ 6. ¢l

_ sm2§ — 5. (€0, 1) - 8. (EDy L) -

Par ailleurs, on a aussi

(7.3) cos? S =[G 6,
= [6,6, 6.4
_ da(81,6) - du(85,€1)

(

dx(&1, G2)
= Sx( 17C§) ’
Puisque Z,(+,+) est une distance, il vient

4$(€17C§) > = ﬁa
La(§3:G1) 2™ =

On obtient de (7.3), (7.4) puis (7.2)

(&, ¢1)
=(C1563),

»

(7.4)

206

COS 5 2 8x(€£a<é>5x<<={7€é)

v

2
cos 2

> cos? a
p— 2 .

Toutes ces inégalités deviennent donc des égalités, et on en déduit que pour tous ¢, 7 €
{1,2},
et d.(C1, (%) = 1. Ceci montre que = € ({]¢%). [
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LEMME 7.39. — Soient &1, 11, (1, &2, 1m0, (o six points deux a deux distincts et dans cet
ordre, et désignons par des primes leurs images par f. Les géodésiques (&1,&2), (n1,72) et
(C1, (o) sont concourantes si et seulement si les géodésiques (&7, &5), (17, m5) et ({7, () sont

concourantes.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que les géodésiques (£1,&5), (17, n5) et ({1, ¢%) sont
concourantes en z. Si les géodésiques (&1, &2), (11,72) et ({1, (2) ne le sont pas, leurs points
d’intersection sont les sommets d’un triangle. Par conséquent, le lemme 7.38 nous dit que

la somme de ses angles intérieurs est

Ze(&m) + Za(m, Q) + Za((: &) =,
puisque Z,(,-) est une distance. Ceci contredit la formule de Gauss-Bonnet.

Réciproquement, si on fait courir 7; de & a &, le point d’intersection de (1], n5) avec
(&1, %) parcourt toute la géodésique (£7,&5). 11 existe donc un point 1} tel que (], 75) la
coupe au méme point que ({7, (%). Mais alors leurs images réciproques sont concourantes
dans H?, ce qui implique 7} = 7). [
DEMONSTRATION DU THEOREME 7.36. On montre d’abord qu’un plongement de Mobius
f : OH? — 0X s’étend en un plongement isométrique. Les lemmes 7.38 et 7.39 nous
permettent de définir une transformation F : H> — X qui envoie les géodésiques (&, ¢)
sur les géodésiques (f (), f(Q)).

La proposition 7.15 et le lemme 7.38 montrent alors que F' est un plongement isométrique.

Pour en déduire le théoreme, on considere les fibrations ppp» : PH" — H" et px :
9*X — X dont les fibres sont les triplets qui s’envoient sur un point donné. Il suffit de
montrer que la transformation f : O3H" — 93X préserve les fibres, ce qui impliquera
Iexistence d’une transformation F': H" — X. De plus, les restrictions de F' aux copies de
H? C H" étant isométriques d’apres ci-dessus, on aura F' isométrique. De plus, 'hypothese
que X est géodésiquement complet impliquera la surjectivité de F'.

Si deux triplets sont dans une méme fibre, alors ils définissent deux, trois ou quatre
géodésiques concourantes. Chaque paire définit un plan, et donc leurs images sont aussi
concourantes. Par conséquent, f : ®H" — 93X préserve les fibrations.

|

E. HYPERBOLICITE AU SENS DE M. GROMOV

On donne une breve introduction a la théorie des espaces et groupes hyperboliques au
sens de M. Gromov, qui englobe celle des espaces CAT(-1). On se réfere a [GdIH, A et al.,
BH, CDP] pour les démonstrations.

DEFINITION E.1. — Un espace métrique est §-hyperbolique si pour tous w,x,y, z, on a

(2]2)w > min{(z|y)w, (y|2)w} — 0.
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Un triangle A est la donnée de trois points x,y, z et de trois segments géodésiques
[z,y], [z, 2] et [y, z].

A un triangle, on associe un tripode T défini par trois extrémités z,y, et zZ et de
centre ¢, tels que |T — ¢| = (y|2)., |[§ — ¢| = (2]2), et |2 — ¢| = (y|z),. On constate que
|z — g| = |x — yl|, et de méme pour les autres distances. Ainsi, il existe une application
surjective fa : A — T qui est une isométrie lorsqu’elle est restreinte a un segment. On
appelle fx'(c) le triple inscrit de A.

On dit qu'un triangle A est un triangle 0-fin si pour tout u,v € A, on a |u —v| <

| fa(u) = fav)] + 6.
LEMME E.2. — Si X est géodésique et d-hyperbolique, alors les triangles sont 44-fins et

(z[y)w < d(w, [2,y]) < (2|y)w +46.

THEOREME E.3. — Soit X un espace géodésique.
— Si tous les triangles sont 6-fins alors X est 20-hyperbolique.
- S1 X est 6-hyperbolique, alors, dans tout triangle, la distance d’un point auxr deux

cotés opposés est plus petite que 49.
On donne deux propriétés fondamentales de ces espaces.

DEFINITION E.4. — Un arbre métrique est un arbre simplicial muni d’une distance de

longueur.

Arbres approximatifs. Soient (X, w) un espace d-hyperbolique et k > 0.
(i) Si |X]| < 2% + 2, alors il existe un arbre métrique pointé fini T et ¢ : X — T tels
que :
— Vo e X, |¢(x) — ¢(w)| = |z —wl|,
— Vo,y € X, [z —y| —2k6 < [¢(x) — o(y)| < |o —yl.
(ii) S’il existe des sous-rayons (X;, w;)i<i<, avec n < 2% tel que X = UX;, alors, en
notant ¢ = max{|w — w;|}, il existe un arbre réel pointé T" et ¢ : X — T tels que
S Ve X, |6(x) — 6(w)| = |v — w],
VoY € X, |z -yl — 20k +1)6 — dc < |6(2) — 6()| < |z — .
Ce résultat permet d’exploiter simplement 1'hyperbolicité de X. Dans la suite, si A est
un arbre approximatif d’'un ensemble F', et ¢ : FF — A I'application donnée ci-dessus, on

écrira T = ¢(x) pour tout = € F.

THEOREME E.5 (Lemme de poursuite). — Soit X un espace 6-hyperbolique géodésique
propre. Pour tout (X, c), il existe une constante H = H(\,¢,6) telle que toute (X c)-

quasigéodésique est a distance au plus H d’une géodésique.
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E.1. Compactification

Soit X un espace d-hyperbolique, géodésique et propre, et soit w € X. On note (+|-), =
(+|-) lorsque cela ne prétera pas a confusion.

Deux (quasi)-rayons r; et ro sont équivalents si dy(rq,72) < oo. Une suite (z,) tend
vers U'infini si lim; j_,(2;|2;) = 00 ; on dit que (x,,) ~ (yy) si lim; ;o0 (z;]y;) = o0.

les identifications suivantes qui nous définissent un bord ensembliste de X :

0X = {rayons issus de w}/ ~= {quasirayons}/ ~= {suites qui tendent vers co}/ ~ .

E.1.1. Produit de Gromov au bord. On pose

(a[b) = sup liminf(;]y;)

Ti—a,y;—b HI X

Si z; — a et y; — b alors on a, d’apres la Remarque 7.8 de [GdlH]|, (alb) — 26

<
lim inf(z;|y;) < (a|b). Un systeme de voisinage pour a € 0X est donné par {b € 90X, (alb) >

R}. Cela confere une topologie sur 0X qui le rend compact (voir Chap. 7, §2 de [GdIH]).

E.1.2. Métriques visuelles au bord. On note p.(a,b) = exp —&(alb). On a, pour a,b,c €
0X,

pe(a,¢) < e max{p.(a,b), p-(b,c)} .
PROPOSITION E.6. — Sied < logv/2 alors il existe une métrique compléte d. telle que
6_266pa($a y) < d-(z,y) < pe(,y) .

DEFINITION E.7 (distance visuelle). — Une métrique d sur 0X telle que d(z,y) =< p. est
une métrique visuelle issue de w et de parametre € > 0.

E.1.3. Fonctions de Busemann. Soient a € 0X, x,y € X et h : R, — X un rayon
géodésique tel que h(0) = y et limy, h = a. On définit B,(x, h) = lim(Jz — h(t)| — t), qui

est bien défini par 'inégalité triangulaire, et
Ba(z,y) = sup{Ba(x,h), avec h comme ci-dessus} .
Tout rayon est une bonne approximation : si t est assez grand alors
|Ba(,y) = (|2 = h(t)| — )] < 406.
De plus, 3, est presque un cocycle :

( 1Ba(z,y) + Ba(y, z)| < 1208

1Ba(,y) + Ba(y, 2) + Bal(z, )| < 2006

(B, y) — Ba(2', )| < |z —2'| + |y — o/'| + 4006

Pour une démonstration, se référer au Lemme 8.1 et a la Proposition 8.2 de [GdIH].
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E.1.4. Ombre de boules. Etant donnés w,x € X et R > 0, on note

Uw(z,R) = {a € 0X, [w,a[NB(z,R) # 0} .

Sur un arbre, on a U (z, R) = {a, (a|z)y, > |r —w| — R}.
LEMME E.8. — On a diam U, (z, R) < effele—vl,

DEMONSTRATION. Soient a,b € U,(z, R), on considere z,, 1, € B(z, R) tels que z, €
[w,al et xp, € [w,b]. On a (alb),, > min{(a|a)w, (Ta|T)w, (0|Tp)w, (Tp|2)w} — 26.

Or (a|zy)w = |w — x4| > |z — w| — R, de méme : (b|xy), > |r — w| — R. De plus,
(a|7)w = (1/2)(|Jzq — w| + |2 —w| — |z — 24]) > |z — w| — R et (xp|2)y > |z —w| — R.
Du coup, (alb)y, > |z — w| — R — 20 et d,.(a,b) < e~ < ePeheeslv—a| |

LEMME E.9. — Soit € X ; il existe C, C" > 0 telles que s’il existe un rayon géodésique
r tel que d(z,7) < K et si R > K + C alors U,(z, R) contient une boule de rayon
(1/0,)€R€€_6lx_w‘6_2K6.

DEMONSTRATION. Soit a l'extrémité de r, et soit ¢ € r tel que |z — ¢| < K. Alors
B(¢, R—K) C B(z, R). Donc U,(c, R—K) C Uy(z, R). Si (a|b)y > [c—w|—(R—K)+C
alors b € Uy(c, R — K) via les arbres. Par suite B(a, (1/C")exp(e(R — K) — e|lw — ¢|)) C
Uu(z, R). Or |w—c| < |w—2|+ K donc B(a, (1/C")e 2, exp(e(R—|w—c¢|)) C Uy(z, R).m
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E.2. Quasi-isométries entre espaces hyperboliques

On utilise le lemme de poursuite et 'approximation par les arbres pour généraliser le

théoreme de Margulis.

THEOREME E.10. — Une quasi-isométrie ® entre deux espaces hyperboliques géodésiques

se prolonge en transformation quasimobius ¢ entre leurs bords.
On a aussi une réciproque :

THEOREME E.11 (Paulin, [Pau]). — Une transformation quasimobius entre le bord de
deux espaces hyperboliques qui admettent des actions géométriques se prolonge en une

quasi-isométrie de ces espaces.

E.3. Groupes hyperboliques

Un groupe hyperbolique est un groupe G qui opere géométriquement sur un espace
géodésique propre hyperbolique X. Le lemme de Svarc-Milnor implique que I’espace X
importe peu (& quasi-isométrie pres), et que son bord muni d’'une métrique visuelle est
bien défini a transformation quasimobius pres par le Théoreme E.10 des que X est non
borné. On 'appelle le bord du groupe 0G.

Le Théoreme E.10 implique aussi que le groupe G opere par transformations uni-
formément quasimobius sur son bord 0G.

Si X a au moins trois points, on considére le sous-ensemble Y des points (a,b, ¢, x) €
93X x X tels que x soit un centre du triangle défini par {a,b, c}. Puisque les projections
sont continues, propres et équivariantes, on en déduit que G opeére proprement discon-
tintiment sur les triples 9°X. Par conséquent X a une infinité de points puisque G(z)
n’est pas bornée.

THEOREME E.12. — L’action d’un groupe hyperbolique sur son bord est minimale dés que
son bord contient au moins trois points. Autrement dit, tout point du bord a une orbite
dense.

On a aussi

ProrosiTioN E.13. — §i G opere géométriquement sur un espace propre géodésique
hyperbolique, alors il existe Ry > 0 et C' > 1 telles que, pour w,x € X et R > Ry, il existe
& € 0X tel que

B(&, (1/C)e ") < By(w, R) < B(g, Ce™ 70120,

F. MESURES DE HAUSDORFF

Soient s,t > 0, on pose

HL(X) = inf {3 (diam U;)*, X C (UU;), diam U; < ¢} |
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et on définit
H(X) = limH (X).

t—0
LEMME F.1. — Si H,(X) < oo alors pour tout s > s, on a Hy(X) = 0.
Si Hs(X) > 0 alors pour tout s’ < s, on a Hy(X) = oo.

DEMONSTRATION. Soient t,& > 0 et (U;) un recouvrement de taille ¢ tel que
He(X) =) (diam U;)"
On consideére s > s* > 0. On a

HUX) <D (diamT;)* <77 (diam U;)" < £ (HL(X) +€).
Par suite, si H(X) > 0, on trouve que Hy(X) = 00, et si Hy (X) < 00, alors Hg(X) = 0.8

< E.

Définition. La dimension de Hausdorff de X est le nombre s € [0, 00| telle que pour tout
s' < s, on ait Hy(X) = oo et pour tout s’ > s, on ait Hy(X) = 0.
Posons
HL(X) = inf{er, B, = Blai,r;), X C (UBy),1; < t} .

LEMME F.2. — Pour tout s > 0, on a
2 H(X) < Ho(X) < Ho(X).

Cela signifie que 1'on peut estimer la dimension de Hausdorff de X en ne considérant
des recouvrements que par des boules.
DEMONSTRATION. Si (B;) est un recouvrement par des boules de rayon au plus ¢, alors
diam B; < 2t. Donc, si [H!(X) — S r| < ¢, alors H2H(X) < 2H!(X) + ¢, et Hy(X) <
21 ,(X).

Réciproquement, on se fixe un recouvrement (U;) de taille ¢ telle que |HE (X )= (diam U;)*| <
e. Pour chaque ¢, on considere x; € U;, par suite U; C B(z;,diamU;) = B;. Donc
HL(X) < HLUX) + e et Ho(X) < Ho(X). n

F.1. Dimension de Minkowski

Soit X un ensemble de diametre borné. Pour tout € > 0, on note N(e) le nombre
minimal de boules de rayon e centrées sur X qu’il faut pour recouvrir X. On définit

log N
dimj; X = lim sup Og—(d .
eso logl/e
A e > 0 fixé, on note aussi P(e) le nombre maximal de boules centrées sur X et de rayon

€ qui soient deux a deux disjointes.

LEMME F.3. — On a

log P
dim X < dimy;X = limsup og P(e) .
e—0 log ]_/5
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DEMONSTRATION. On montre d’abord I'égalité : soit € > 0, si By, ..., Bn() est un recou-
vrement par des boules de rayon ¢, alors la Proposition C.1 de recouvrement nous permet
d’affirmer que N(e) < P(e/5). De plus, si By, ..., Bp(.) sont deux a deux disjointes, alors
(2B;) recouvrent X, sinon le recouvrement ne serait pas maximal : il en découle que
N(2e) < P(¢g). Du coup,
dimj; X = lim sup log (<) .
cs0  logl/e
On suppose que dimy X < oo. Soit 7 > 0, si € est assez petit, alors log N(g) <

log(1/e)(dimp X + 7). Notons s = dimy; X +1/2 ; on considere un recouvrement par des
boules (B;) de taille e. Par suite, on a

HE(X) < N(e)e® = exp{log N(e) — slog(1/e)}.

Or, log N(c) — slog(1/e) < (—n/2)log1/e, donc HE(X) < e™? et dimX < s. Par suite,
dim X < dimy,X. [ |

F.2. Ahlfors-régularité

THEOREME F.4.— Si (X,pu) est Q-Ahlfors-régulier alors dimpy X = dimX = Q et
%Q = U.

DEMONSTRATION. Soit A C X un borélien borné.

On se fixe t,e > 0 et un recouvrement par des boules (B;) tel que > rgi <HG(A) +e.
On a

p(A) < u(UB) <D u(By) Y r? SHGA) +e.

Par conséquent, u(A) < ’;QQ(A).

Réciproquement, on suppose que p(A) < oo et on se fixe £ > 0. Comme p est réguliere
il existe un compact K C A, et un ouvert U D A tels que u(U \ K) < €. On considere
t < (1/2)inf{d(z, K), x ¢ U}. Les boules {B(x,7/5)}zerr<t recouvrent K, donc la Pro-
position C.1 implique qu’il existe un sous-recouvrement (B;) tel que (1/5)B;N(1/5)B; =0
des que i # 7.

Par suite,

HO(E) S r? > (ri/5)? <CY_ u(1/5)B.
Or
> u(1/5)B; < w(U(1/5)B;) < w(UB;) < u(U) < p(A) +e.

Donc Ho(K) S p(A), et Ho(A) S p(A) car Hg est aussi réguliere.

En prenant A = X N B(z, R), on obtient dimX = Q.

Soit € > 0 ; on considere P(ec) boules deux & deux disjointes centrées sur X et de rayon

e. Alors
p(X) = 3 (B 2 P2
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donc

log P(e) < Qlog(1/e) + O(1)

et dimpy X < Q. [ |
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