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ANALYSE SUR LE BORD DES GROUPES

par Peter Haissinsky

Ce sont des notes de cours de Master 2 donné au premier semestre 2006.
Il est possible qu’elles contiennent des coquilles. Les références sont réduites, et peut-
étre pas toujours les plus appropriées. J’espere que 1'on ne m’en tiendra pas rigueur.

Tout commentaire visant & I’amélioration du texte sera le bienvenu.
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1. RAPPELS SUR LES ESPACES HYPERBOLIQUES

Notations. On notera parfois la métrique d(x,y) = |r — y|. Si a,b sont des réelles
positifs, on notera a < b s’il existe une constante universelle u > 1 telle que a/u < b < ua
et a ~ b §'il existe une constante universelle C' > 0 telle que |a — b] < C.

Une boule sera notée B = B(zp,rp) = {y, |t —y| < rp}. On notera A\B = B(zp, Arp)
ou A > 0.

Soit (X, d) un espace métrique géodésique propre (les boules fermées sont compactes).

Définitions. Si X,Y sont deux espaces métriques, une application f : X — Y est un
plongement isométrique si pour tous z,z’ € X, |f(x) — f(2')| = |x — /| ; on dira que f
est une isométrie si f est un plongement isométrique surjectif.

Soient I C R un intervalle et f : [ — X un plongement isométrique. On dit que f,
ou f(I), est une géodésique si I = R, un rayon (géodésique) si I = R, et un segment
(géodésique) si I est un intervalle compact.

Un segment géodésique d’extrémités = et y sera noté [z, y], méme s’il n’est pas unique.
Produit de Gromov. Soient w,z,y € X. On note

(@[y)w = (1/2){|z = w| + [y — w| = |z —y[}.

Siw' € X, alors [(2|y)w — (2|y)w| < |w —w'|. De plus, si X est un arbre, il existe un
unique ¢ € [w,y] N [w,z] N[z, y] et (x]|y)w = |w — ¢|.

Définition. Un espace métrique est -hyperbolique si pour tous w, z,y, z, on a

(#[2)w = min{ (2[y)w, (Y|2)w} =0

Triangles. Un triangle A est la donnée de trois points x,y,z et de trois segments
géodésiques [z, y], [z, 2] et [y, 2].

A un triangle, on associe un tripode T défini par trois extrémités z, g, et Z et de centre
¢, tels que |7 — ¢| = (y|2)a, | — | = (z|2), et |2 — | = (y|z),. On constate que
|z — y| = |z — y|, et de méme pour les autres distances. Ainsi, il existe une application
surjective fa : A — T qui est une isométrie lorsqu’elle est restreinte a un segment. On

appelle f1'(c) le triple inscrit de A.

On dit que A est un triangle d-fin si pour tout u,v € A, on a [u—v| < |fa(u)—fa(v)|+0.
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LEMME 1.1. — Si X est d-hyperbolique, alors les triangles sont 40-fins et
(z]y)w < d(w, [z, y]) < (2]y)w +49.

THEOREME 1.2. — Soit X un espace géodésique.

e Si tous les triangles sont 0-fins alors X est 26-hyperbolique.
o 5i X est d-hyperbolique, alors, il vérifie la condition de Rips: dans tout triangle,

la distance d’un point aux deux cotés opposés est plus petite que 46.

DEMONSTRATION. Voir la Proposition 2.21 de [2].

1.1. Espaces hyperboliques et arbres

DEFINITION 1.3. — Un arbre métrique est un arbre simplicial muni d’une distance de
longueur. Un arbre réel est un espace métrique uniquement géodésique tel que si vy et ~'
sont deuz segments géodésiques tels que YN~ est un singleton, alors YU~ est un segment
géodésique.

On rappelle qu'un espace 0-hyperbolique se plonge isométriquement dans un arbre réel.

Arbres approximatifs. Soient (X, w) un espace §-hyperbolique et k£ > 0.
(i) Si |X| < 2% + 2, alors il existe un arbre métrique pointé fini T et ¢ : X — T tels

que:
— Vz € X, [¢(z) — d(w)| = [z — wl,
— Vr,y € X, [z —y| =2k < |d(z) — d(y)| < [z —yl.
(ii) S’il existe des sous-rayons (X;, w;)i<i<n avec n < 2 tel que X = UX;, alors, en
notant ¢ = max{|w — w;|}, il existe un arbre réel pointé T et ¢ : X — T tels que
— Vz € X, [¢(z) — o(w)| = |z — wl,
— Vo,y € X, [z —y|=2(k+1)0 —dc < |o(z) — d(y)| < [z —yl.

Ce résultat permet d’exploiter simplement 1’hyperbolicité de X comme nous le verrons
par la suite. Sa démonstration requiert I’établissement de trois résultats intermédiaires.

LEMME 1.4. — Soit X un espace d-hyperbolique. On note

— (z]y) = supmin{(z;_1|z;), 2 < i < L}, ou le supremum est pris sur toutes chaines
finies z1,...,x avec 1 = x et 2 = v,
= |z =yl =z —w| + |y —w| = 2(ly)’,
— x~ysilr—y/ =0.
Alors ~ est une relation d’équivalence et | - |" est une distance sur X/ ~ qui en fait un

espace O-hyperbolique. De plus, pour tout z € X, on a |[x — w|' = |z — w|, et pour tous
v,y €X, lv—yl <lv—yl.
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DEMONSTRATION. Montrons que |z — z| < |z —y|' + |y — z|". Soient € > 0, (x1,...,z1)
et (y1,...,yn) tels que vy =z, xp =y =y, yu = 2, et min{(x;_1|z;)} > (z]y) — € et
min{(y;_1|yi)} > (y|z) —e. Posons z; = a;si 1 <i< Letz;=y,p1siL+1<i<
L+ M — 1. Donc (z|z)" > min{(z;_1|2)} > min{(z]y)’, (y|2)'} —e.
De plus, |y — w| > max{(y|z 1), (¢lers1)} > max{(zly), (y]2)'} — ¢, done
(z[y) + (yl2)" < (z]2) + |y — wl+ 2¢.

En utilisant la définition de | |', on obtient 'inégalité triangulaire.
Par conséquent, ~ est une relation d’équivalence (I'inégalité triangulaire implique la

" est une métrique sur X/ ~ qui en fait un espace 0-hyperbolique

transitivité), et | - |
puisque (z|z)" > min{(z|y)’, (y|z)'} — € pour tout € > 0 (¢f. ci-dessus).

D’autre part, pour tout x € X, (z|w) = 0 ce qui implique (z|w)" = 0, donc

|z —w| = |z —w| —2(z|w) = |z — w|.
De méme, (z(y)’ = (z]y) donc |z —y|" <[z —y|. =
LEMME 1.5. — Si | X| < 2% + 2 alors pour toute chaine zy,...,7, € X, on a

(@1lzr) = min{(z;-1]z;)} — kd.

DEMONSTRATION. Sl existe j tel que x; = w, alors (z1|zy) > 0 = (zj_1|x;). On
suppose donc que w ne figure pas dans la chaine. De plus, si L = 3 et £ > 1, cela
découle de la définition de I'hyperbolicité. On suppose donc 4 < L. On traite d’abord le
cas de L < 2% + 1 par récurrence sur k. Si k = 0, alors |X| < 3 et c’est bon car L < 2.
Supposons que ce soit vrai jusqu’au rang k—1: on note K = [L/2], donc 2 < K < 2F-14+1
et L - K+1<L/2<2F14+1. Dapres I'hypothése de récurrence, on a

(z1]rx) = min{(z;a[z;), 2<j < K} —(k—-1)
et
(zk|er) > min{(z;_|z;), K+1<j<L}—(k—1).
Or (zi|zr) > min{(z1|zk), (rx|xL)} — 0§, donc

(x1]xr) > min{(x;_4|x;), 2<j <L} —kd.

On suppose toujours que w & {z; }1<j<r. On dit que (yi, ...,y ) est une sous-chaine de
{z;} si pour tout i, il existe j tel que y; = z; et y;41 = z;41. Du coup, min{(y;_1|y;)} >
min{ (z;-1|2;)}.

Si z1,..., 7 est une chaine avec L > 2% + 2, alors il existe une sous-chaine (y; ..., yx)
avec K < 28 4+ 1: en effet, L > 2% 4+ 2 implique qu’il existe p < ¢ tels que x, = z,:
Ti,...,Tp, Tqtl, -, est une sous-chaine de longueur < L. Tant que la longueur est
au moins 2¥ 4 2, on peut la réduire. Il s’ensuit que I'on se ramene au cas précédent, qui

permet de conclure. [ |
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LEMME 1.6. — Soit X = U, X; avec (X}, w;) qui se plonge isométriquement dans (R, 0).
Si n < 2% alors

(z1]wr) > ZISYljiSTlL{(%—1|Ij)} — (k+1)6 — 2c.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, on a (z|y), < min{|x — w|, |y — w|}, et si z,y € X;
alors (z]y)w, = min{|z — w;l, |y — w;|}, et |z —w;| > |z —w| — |w —w;| > |z —w| —¢. De
méme, |y — w;| > |y — w| — ¢. Par suite, (z|y)y, > min{|z — w|, |y — w|} — c et

@Y)w = (@|y)w, — ¢ 2 min{|z — w|, |y — w[} — 2c = min{(z]2")w, (y[y)w} — 2¢

pour tous ',y € X.

Soit x1, ...,z € X une chaine. Ou bien, pour tout j > 2, z; ¢ X (1), ou bien il existe
j > 1 (maximal) tel que z; € X (x1). Du coup, (z1|z;) > mino<,<;{(z;_1|x;)} —2c d’apres
ci-dessus. On considere alors z1, 2, 41, .., L.

De proche en proche, on extrait une chaine (2}) de longueur au plus 2n < 28 + 1 qui
contient z1 et xp et telle qu’au plus deux termes sont dans un méme X;, et alors ils sont

consécutifs. Il découle du Lemme 1.5 et de ci-dessus que
(v1|zr) > min{(z!_||2))} — (K +1)0 > min{(z;_1|x;)} — (kK + 1) — 2c.
|

DEMONSTRATION DES ARBRES APPROXIMATIFS. Il suffit de trouver ¢ : X — T avec T
O-hyperbolique. D’apres le Lemme 1.4, on a X/ ~ 0O-hyperbolique et ¢ : X — X/ ~ qui

vérifie [p(z) — ¢p(w)|" = |z — w| et |p(z) — o(y)|" < |z —yl.

Dans le cas (i), le Lemme 1.5 montre que (z|y) > (z|y)" — kd, soit
|p(z) — d(y)| > |z — y| — 2k0.
Dans le cas (ii), le Lemme 1.6 montre que (z|y) > (z]y) — (K + 1)d — 2¢, soit
lp(x) — o(y)|" > |z — y| — 2(k + 1)d — 4.

Notation. — Dans la suite, si on approxime un ensemble F' par un arbre, on notera z
I'image de x € F' dans 'arbre.

On cite deux corollaires qui découlent de ’approximation par les arbres.
COROLLAIRE 1.7. — S'il existe 6 > 0 et w € X tels que, pour tout x,y,z € X, on ait
(#]2)w = min{(z[y)w, (Yl2)w} — 6
alors X est 60-hyperbolique.

COROLLAIRE 1.8. — [l eziste deux constantes Cy = C1(0) et Cy = C2(0) telles que si

x,y, z,w sont quatre points deux & deux distincts tels que d([x,y], [z, w]) > C1(d), alors

max{d([x,z], [va])’d([wi]’ [ya Z])} < 02(6)
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DEMONSTRATION. On considere Parbre associé a ces quatre points. Si d([z,y], [z, w]) est

assez grand, alors I'arbre ressemble a des poteaux de rugby.

1.2. Quasi-isométries et lemmes de poursuite

DEFINITION 1.9 (quasi-isométries). — Soient X,Y deux espaces métriques. Une appli-
cation f : X — Y est un plongement (A, ¢)-quasi-isométrique si pour tout x,z’ € X, on
a

S = — e < () — F@)] < Aw — ']+ c.

On dit tout simplement que f est une (A, c)-quasi-isométrie s’il existe g telle que |f o
g(z) —z| < C

PROPOSITION 1.10. — Soit G un groupe de type fini. Si X et X' sont deux graphes
de Cayley associés a deuzr systémes de générateurs finis, alors X et X' sont quasi-

1sométriques.

DEMONSTRATION. Soient S = {71,...,%}etS ={1],...,7,,} les systemes de générateurs
de X et X’. On note ¢(v;) la longueur de 7; exprimée dans S’ et £(7;) la longueur de ~;
exprimée dans S. Soient £ = max{{(~;),7; € S} et ¢/ = max{{(~]),~, € §'}.

On considere 'application Id : X — X'. On a d(g1,¢2) = d(Id, g297"), et d'(g1,g2) =
d'(Id, gog7"). Si gagy ! est de longueur m dans X, alors gog; * sera de longueur au plus
{-m, et si gog; * est de longueur m’ dans X', alors gog; ' sera de longueur au plus ¢ - m/,
donc Id est une (max{/, ¢'}, 0)-quasi-isométrie. ]

DEFINITION 1.11. — On dit qu’un groupe de type fini est quasi-isométrique ¢ un espace

st celui-ci est quasi-isométrique a nimporte quel graphe de Cayley localement fini.

Soit I' un groupe d’isométries de X. On dit que l'action est proprement discontinue
si, pour tout z € X, et tout r > 0, |{y € T, B(x,r) NyB(x,r) # 0}| < co. On dit que
l'action de I" est cocompacte si X/I" est compact. Enfin, on parle d’action géométrique si

elle est a la fois proprement discontinue, cocompacte et par isométries.
Rappelons le résultat suivant :

LEMME 1.12. — [Svarc, Milnor] Si I" agit géométriquement sur un espace géodésique X,
alors I' est de type fini et I' est quasi-isométrique a X.
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DEMONSTRATION. Voir la Proposition 3.19 de [2].

DEFINITION 1.13 (groupe hyperbolique). — Un groupe I est hyperbolique s’il opére géométriquement

sur un espace géodésique propre hyperbolique.

Quasigéodésiques. Une (), ¢)-quasigéodésique est un plongement quasi-isométrique de
R ou Z. On parle de quasigéodésique locale si 'inégalité n’est vraie que pour |s —t| < L.

THEOREME 1.14. — o Si f,g sont deux rayons géodésiques tels que dg(f,g) < oo
alors il existe to > u > 0 tels que |f(t) — g(t — u)| < 160.
e Si f estun (X, c)-quasirayon alors il existe un rayon r telle que dy (f, g) < H(J, A, c).
e Si f estune (X, ¢)-quasigéodésique alors il existe une géodésique g telle que dg(f, g) <
H(o,\ ¢).

DEMONSTRATION. Voir le Théoréme 5.11, le Théoréme 5.25 et la Proposition 7.2 de [2].m

COROLLAIRE 1.15. — Soit o : X — Y une quasi-isométrie entre espaces métriques
géodésiques propres.

Alors X est hyperbolique si et seulement si' Y [est.

DEMONSTRATION. Supposons que X est hyperbolique, et montrons que Y aussi. On
utilise la caractérisation par la condition de Rips: soit A un triangle dans Y. Alors
¢ 1(A) est un “quasitriangle”, dans "ombre d’'un réel triangle qui vérifie la condition de
Rips. Du coup, un coté de ¢~ (A) est dans un voisinage des deux autres. Cette propriété
se transporte bien par quasi-isométries. et on en déduit que A vérifie la condition de Rips
aussi. [

COROLLAIRE 1.16. — Un groupe I' est hyperbolique si et seulement si n’importe quel
graphe de Cayley localement fini de I est hyperbolique.

DEMONSTRATION. Le corollaire découle du corollaire ?? avec le Lemme 1.12. [ ]

BIBLIOGRAPHIE
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2. METRIQUES VISUELLES

2.1. Uniformisation d’espaces métriques hyperboliques géodésiques

Soit (X, w) un espace propre géodésique complet et d-hyperbolique. Le but de ce
paragraphe est de montrer que 1'on a, dans le cadre des espaces hyperboliques I'analogue
du modele de la boule pour les espaces hyperboliques “standards” H". On montrera que

ce modele est un espace métrique uniforme.

DEFINITION 2.1 (espace uniforme). — Un espace métrique non complet X connexe par
arcs rectifiables est uniforme s’il existe une constante A > 0 telle que, pour tous r,y € X,
il existe une courbe vy qui relie x a y telle que

() < Alz =yl
Vz e v d(z,@X) > Am1n{|z - l’|, |Z - y|}7

ou 0X est le complémentaire de X dans son espace complété.

Intégration le long d’une courbe. Dans ce paragraphe, on définit I'intégration de
fonctions le long de courbes rectifiables dans X

DEFINITION 2.2 (courbe rectifiable). — Soient a < b deux réels (finis). On dit qu’une
application f : [a,b] — X représente une courbe rectifiable si f est de variation bornée
(VB) i.e., s’il existe M < oo telle que Y | f(tiv1) — f(ti)] < M pour toute subdivision finie
a=ty <t <..<t,=0b Onnotel(f,|a,b]) le plus petit M, et on l'appelle la longueur
de f([a,b]). On définit enfin la fonction croissante s¢(t) = sup Y. |f(tiv1) — f(t:)], ou le
supremum. est pris sur les subdivisions de [a,t].

LEMME 2.3.— Si f : [a,b] — X est un chemin rectifiable, alors s; : [a,b] — R, est

absolument continue.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que s; est continue en montrant la contraposée.
Supposons par exemple que sy n’est pas continue a gauche en b’ € (a,b|, i.e. on a
s(bt') — limsup, .,y s(t) = d > 0. Comme f est continue, il existe a’ < b’ telle que, si

a <t<balors |f(t)— f(V)| < /3.
Assertion. Sic € (d/,0) alors il existe d € (¢, ) tel que £(f(c,d)) > /3.

En appliquant inductivement cette assertion, on construit une suite to = a’ <t; < ... <
t, < ... < telle que ¢(f(t;,tix1)) > /3, ce qui contredit la condition VB.

Montrons l'assertion. Comme ¢(f(c,0')) = s¢(b') — s¢(c) > 0, il existe une subdivision
(ti)o<i<n de cet intervalle telle que > | f(ti1)— f(t:)] > (2/3)d. Or, | f(tn—1)—f (V)| < /3.
Donc, en posant d = t,_1, on obtient

(fed) = Y |f(tin) = f(t:)] = 6/3

0<i<n—2
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ce qui prouve l’assertion. [ |

Nous aurons recours aussi a la notion d’aboslue continuité.

DEFINITION 2.4. — Soient a < b deuz réels (finis). On dit qu’une application f : a,b] —
X est absolument continue (AC) si, pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout
a<a; <b <ag<by< ..<b,<btel qued  |bj—a;| <3, onait > |f(b;)— fla;)] <e.

PROPOSITION 2.5. — Soit f : [a,b] — X rectifiable, alors il existe un chemin AC v :
[0,s£(b)] — X tel que f =0 sy.

DEMONSTRATION. Comme s; est continue et croissante, on en déduit que pour tout
z € [0,s7(b)], il existe t € [a,b] tel que s¢(t) = x. On pose alors y(z) = f(t), qui est
bien définie car si s;(t) = s;(t') alors f est constante sur [t,t] et f(t) = f(¢'). Comme
s,(t) = t, on en déduit que y est AC. [

Dorénavant, on supposera que tout chemin rectifiable est représenté par une telle fonc-
tion 7. On dit alors que le chemin est paramétré par longueur d’arc. En effet, on peut
remarquer que sg(b) = £(f([a,b]), et que, pour tout 0 < ¢t < t' < U(f([a,b]), on a
Cy([t, 2)) = [¢ =t

DEFINITION 2.6 (Intégration le long d'une courbe). — Soit v : [a,b] — X une courbe et

p:v([a,b]) — Ry une fonction mesurable. Si~y n'est pas rectifiable, on pose

fr-n
v

et si vy est rectifiable, on suppose que 7y est paramétré par longueur d’arc, et on définit
()
/p:/ pory(t)dt.
¥ 0

On note p.(z) = exp —¢|z — w|. On remarque que l'on a les inégalités de type Harnack
suivantes :

ot < PeT) oyl
pe(y)
On définit une nouvelle métrique sur X par

d-(z,y) = inf/p
Y

”
ou I'infimum est pris sur toutes les courbes qui joignent = et y.

On remarque que pour tout x € X, on a

d-(w,x) < / e dt = 1/¢
0

donc diam X < 2/e.
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Cette approche des espaces hyperboliques repose de maniere essentielle sur ce théoreme
de M. Bonk, J. Heinonen et P. Koskela [1].

THEOREME 2.7 (& la Gehring-Hayman). — [l existe g = €0(d) > 0 et une constante
M > 0 telles que, pour tous x,y € X, toute géodésique [z,y|, on ait

fps([:v,y]) < Mdg(x,y)

et
e—c@y)w
d.(z,y) = —— min{L,lr — yl},

ou £, désigne la longueur d’une courbe mesurée dans la métrique d..

La démonstration est préparée par, d'une part, une estimation de la longueur de seg-
ments géodésiques, et d’autre part, par une version locale de ce théoreme. Cette approche,
bien qu’inspirée par celle donnée dans [1], est beaucoup plus efficace que l'originale (il faut
noter que leur résultat part d’hypotheses plus générales).

Dans la suite, on notera ¢, = ¢, afin d’alléger un peu les notations.

LEMME 2.8. — Si 7 est un segment géodésique reliant deux points x a y, alors
e—e@Y)w
lp(7) = € ———min{l,efz —y[}.

DEMONSTRATION. On considére un triangle (w,z,y) et on note ¢ € [z,y] le point qui
correspond au centre du tripode. On a donc, pour z € [z,y], |w — z| ~ (z|y)w + |c — 2|

Donc

|z—c| ly—cl
l(y) Sec@lvw (/ exp(—et)dt —l—/ exp(—st)dt)
0 0

=<y
< 0 explele — of) — expl—<ly — o).
Sielr —y| < 1alors 2 —eclr=el —e=elv=d < O . g(jlx —¢| + |y — ¢|) < el —y|. Sinon,
2 — e~¢cle—cl _ g=ely=c < 2 Donc
6—5(r|y)w .
1) £ S min{1, el — )

LEMME 2.9. — Si |z — y| < R, alors, pour toute courbe v qui joint x et y, on a

lo(7) 2 e ez —y|.
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DEMONSTRATION. Soit ¢ le milieu d’un segment [z,y]. On a
(@|y)w = 1/2)(lz —w|+ [y —w| =z —y]) = [w—c| = |z —y| = [w—c[ - R.

De plus, pour tout z € B(¢, R), on a |w — z| < |w — ¢| + R.
Soit 7 une courbe qui joint x a y. On distingue deux cas.

Premier cas. Si v C B(c, R), alors
lo(v) 2 / exp—c(Jw—c|+ R) > |z —ylexp—e(Jw — ¢| + R) .
[z,9]

Donc £,(7) > e 2Re==@w |z — | .

Second cas. La courbe « sort de la boule B(e, R). On extrait alors de v deux courbes 7,
et 7, disjointes qui joignent = a un point de 0B(c, R) et y a un (autre) point de dB(c, R)
respectivement. Du coup, on a

G0 2 00) + () > / exp—e(jw — ¢| + R)

YUy

> 6—28R6—5(:U\y)w£(,ym U Vy) > e—ZERe—E(x|y)wR > 6—25R€—5(x|y)w|x _ y| .

LEMME 2.10. — Soit ¢ : Xx X — R, telle que q(z,y) = q(y, z) et q(z, 2) < K max{q(z,v),q(y, 2)}
pour une constante K > 1. Pour tout € > 0, on pose ¢. = ¢°.

Si e < log \/5/ log K, alors, pour toute chaine finie xg,...,x;, on a
Z Qe (w51, 75) > K™% qe(0, 2) -

DEMONSTRATION. Montrons par récurrence sur la longueur k41 d’une chaine g, . . . , T34
reliant z a y que

k
QE<:C7?/) S KQE ZQE(xjaijrl) .
7=0

Si k=1, alors

= (w0, 72) < K max{q.(wo, 71), ¢- (22, 71)} < K**(q- (w0, 71) + - (22, 71)) -

Supposons que 'assertion soit vraie pour toute chaine de longueur k + 1, et étudions une
chaine zy, ..., zg1o de longueur k +2: on note R = > g-(xj,xj41); soit p le plus grand
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indice telle que S20_¢ q.(x,2;11) < R/2. Du coup, on a aussi Zfi;rl ¢:-(zj,z541) < R/2.

Il vient
¢e(r,y) < K°max{q.(zo, 7p), ¢:(xp, y)}
S KE maX{Qs(xm xp)a KEQE(xpa merl)a KsQa(prrla y)}
< K*max{K*R/2, K°R, K*R/2} .
Par suite, on a ¢.(z,y) < K*R si K% < 2, et le lemme en découle. [
REMARQUE 2.11. — On peut aussi déduire du lemme précédent 'existence d'une métrique

d. bi-Lipschitz équivalente a ¢, si ¢(x,y) = 0 si et seulement si z = y, en posant

k
ds(xa y) = inf Z qe (mja ijrl)

Jj=0

ou l'infimum est pris sur toutes les chaines finies xy, ..., zry1 avec g =z et x5 = ¥.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.7. On choisit
e <logVv2/s.

Si |z —y| < 2/e, alors le Lemme 2.9 implique que

—e(@|y)w

do(z,y) > Ce =CWe|y —y| > ¢ S min{1, ez — y|}.
g

Sinon, soit v une courbe qui relie z a y. On considére une (2/¢)-approximation (x;) qui
soit (1/¢)-séparée. On a

gp(’Y) > Z d5<$i’ $i+1) > C Z e*E(IiLTH»l)w‘xi o ~Ti+1’ > (C/&“) Z efs(xi|a:¢+1)w )

Or, le Lemme 2.10 montre que ) e—c@ilzit)e > . e=@W)e pour toute chaine qui relie =

a y. Donc
e—e(aly)u e—e(a@ly)u
ly(vy) > C- — >C- Tmin{l,dx —y|}.

Le Lemme 2.8 montre alors que d.(z,y) > (1/M) - {,([z,y]), ot M est une constante

universelle. Comme (X, d.) est un espace de longueur, on en déduit que d.(z,y) <

Cy([z,y]) et donc
6_5($|y)w
d-(z,y) < — min{l,elx —y|} .
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Si r est un rayon issu de w, alors la suite (r(n)), est une suite de Cauchy de convergente.

DEFINITION 2.12. — On note X. le complété de (X,d.), et on définit le bord de X par

X =X.\ X.

Considérons une suite de Cauchy (z,) pour la métrique d.. Si cette suite est une suite
bornée dans la métrique initiale dy, alors elle est aussi une suite de Cauchy pour cette
métrique, et donc (z,) est convergente dans X (pour toutes les métriques). Les points
rajoutés sont donc des points qui se trouvent “a I'infini” pour la métrique initiale. On a
X = B.(w,1/e) et

0.X ={xv € X,, d.(w,r) = (1/e}.

PROPOSITION 2.13 (Visibilité du bord). — On étudie les prolongements de géodésiques
au bord.

(1) Pour tout a € 0X et tout v € X, il existe un rayon r issu de x qui tend vers a.

(2) Pour tous a,b € 0X, a # b, il existe une géodésique qui tend vers a et b.

DEMONSTRATION.

(1) Soit a € 90X, et soit (a,), C X une suite qui tend vers a. On considere des
segments géodésiques v, : [0, |r —a,|] — X quirelient x a a,,. Sur tout compact de
R, la famille (,) est uniformément équicontinue puisqu’il s’agit de plongements
isométriques. De plus, v, (0) = = pour tout n, donc le théoréme d’Ascoli s’applique
et on peut extraire une sous-suite convergente vers un rayon géodésique v : R, —
X. Le rayon admet un point limite b € 9X. Soit V un voisinage de b. Il contient
un sous-rayon y([to, oo[). Pour tout t; > t,, et tout n assez grand, 7, ([to, t1]) est
contenu dans V' aussi.

Pour tout |z,| >t >0, on a

b—al- < 1b—~)|: +17(t) = WD)l + [m(t) = anl + |an — al.
< y(t) = (@)l + (2/e)e™ + |an — alz.

Soit 7 > 0; si ¢ est assez grand, alors (2/¢)e™*" < /3. De plus, si n est assez
grand alors |a — a,|- < n/3 et |y,(t) —v(t)|c < n/3. Donc |a —bl. <7, et a=b.

(2) On considere deux suites (a,), et (b,) qui tendent respectivement vers a et b. On

considere des segments géodésiques [a,,, b,]. Puisque a # b, il existe une constante

C telle que (a,|b,)w < C pour tout n. On considere w,, € [a,, b,] tel que (a,|by,)w ~

|w — w,|. On consideére des paramétrages v, : [—|w, — anl, |w, — bu|] — [an, by]

tels que v,(0) = w,. Par argument similaire a ci-dessus, on montre que (v,) tend

vers une géodésique [a, b]. ]

On a aussi le théoréme suivant.
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THEOREME 2.14. — Pour chaque € > 0 assez petit, (X,d.) est un espace A-uniforme o
A= A(9).

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que les segments géodésiques vont nous fournir
les courbes recherchées. D’apres le Théoreme 2.7, on sait déja que pour tous x,y € X, on
a Ly([z,y]) < d(z,y).

Soit x # w € X, on a, pour tout y € X, (z|y), < |w—z|donc d.(z,0X) > Cexp —¢|z—
w| et d.(w,0X) > 1/e. Du coup, si z € [z,w], on a

lo([z,2]) = (1/e)(exp —e|w — z[ — exp —efw — )

_op ez =l s — )
9
< d.(z,0X)

3

Soient maintenant x # y € 90X que 'on suppose différents de w. On considere un
triangle A = {z,y, w} et son tripode associé fa : A — T.

On note ¢ € [z, y] un point du triple inscrit, et on considere z € [z, ¢]. On a donc, pour
tout t € [z, 2], lw —t| ~ |w — 2| + |c — t|, donc

exp —¢|z — w|

tolla, ) = FEEE 1~ exp e — al)

<. Ez0X)
€

Le cas z € [c,y] se traite de la méme fagon. ]

M. Bonk, J. Heinonen et P. Koskela montrent aussi une réciproque a cette construction.

THEOREME 2.15. — Si X un espace uniforme non complet, alors X muni de la métrique
quasthyperbolique
1

k(x,y) =inf | ———
(z,y) =1n ld(z,aX)
ot l'infimum est pris sur les courbes qui joignent x et y, est hyperbolique.

Si on part d’un espace hyperbolique quasi-étoilé, que 'on uniformise, puis que l’on re-
hyperbolise, on obtient un espace quasi-isométrique a l’espace de départ. Réciproquement,

st on part d’un espace uniforme, alors on obtient un nouvel espace uniforme quasi-similaire
a l’espace initial.
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Deux (quasi)-rayons ry et 7o sont équivalents si dg(r,72) < 0o. Une suite (z,) tend
vers U'infini si lim; j_,(2;|z;) = 00; on dit que (z,,) ~ (yy) si imy; ;o0 (2:]y;) = 00.

En fait, on peut définir le bord de X sans construire de métriques.

PROPOSITION 2.16. — On se fize € > 0 assez petit. On a les identifications suivantes :
0X = {rayons issus de w}/ ~= {quasirayons}/ ~= {suites qui tendent vers oo}/ ~ .

DEMONSTRATION. Si (z,,) tend vers a € 90X, alors (|z,, — w|), tend vers I'infini et on
peut supposer que |z, — x| > 1 pour tout n # m. Du coup, (x|, ), tend vers 'infini.
Réciproquement, si (z,|2,,), tend vers l'infini, alors

|In _ 'Im|€ 5 6_5(73n‘x7n)w
donc (z,,), est une suite de Cauchy.

Chaque rayon converge a l'infini vers un unique point, et chaque point est ’aboutissement
d’un rayon par la Proposition 2.13. Le Théoreme 1.12 implique essentiellement que deux

rayons a distance bornée ont méme limites, ainsi que deux quasirayons. [ |

Produit de Gromov au bord.

(alb) = sup liminf(z;|y;)

Ti—a,yi—b I

Six; — a et y; — balors on a, d’apres la Remarque 7.8 de [2], (a|b) —20 < liminf(z;|y;) <
(alb). Un systeme de voisinage pour a € 0X est donné par {b € 0X, (a|b) > R}. Cela
confere une topologie sur 9X qui le rend compact (voir Chap.7, §2 de [2]).

La métrique que 'on a construite ci-dessus est un exemple de métrique visuelle :

DEFINITION 2.17 (métrique visuelle). — Une métrique d sur 0X telle que d(z,y) =< p.

est une métrique visuelle issue de w.
Fonctions de Busemann. Soient a € 0X, x,y € X et h: R, — X un rayon géodésique
tel que h(0) =y et limy b = a. On définit F,(x, h) = limsup(jx — h(t)| — t), qui est bien
défini par 'inégalité triangulaire, et

Ba(z,y) = sup{fB.(z, h), avec h comme ci-dessus} .

Tout rayon est une bonne approximation: si ¢ est assez grand alors

1Ba(z,y) — (|2 — h(t)| — t)| < 406.
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De plus, 3, est presque un cocycle:

( |Balz,y) + Baly, )| < 1200

|Bal,y) + Baly, 2) + Bal(z, )| < 2008

\ ‘ﬁa(xay) - ﬂa(*%,;y,)‘ < ‘l’ - -T,‘ + \y — y’] + 4006
Pour une démonstration, se référer au Lemme 8.1 et a la Proposition 8.2 de [2].

Produit de Gromov relatif 4 a € 0X et w € X. Si z,y € X, on pose

1
(x|y)w,a = §[ﬁa<x7w> + ﬂa<y7w> - ’1’ - yH :
Sib,c e 0X \ {a}, on pose

(b|¢)wa = sup Lminf(h(t), k(t))wa -

h—bk—c 0

Soit £ : Ry — X un rayon géodésique qui joint w a a € 90X, alors

|(@|Y)w,a = [(Z]Y) ey — t]| < 806,

autrement dit (z|y)y.q ~ d(€(t), [z, y]) — [¢(t) — w| (voir Lemme 8.3 de [2]).
Propriétés.

(a) (b|c)w,a = (c|b)w,a7

(b) (b]¢)w,a = 00 si et seulement si b = c,

(¢) (b|d)w,a > min{(b]¢)w.a, (¢|d)wa} — 12000.

Pour une démonstration, se référer au Lemme 8.5 de [2].

REMARQUE 2.18 (Le modele du demi-espace). — Soit a € 0X. On note pg.,.(z) =
exp ef,(w, ).

On définit une nouvelle métrique sur X par

da,w,a(J;»y) = igf/pa,w,e

Y

ou I'infimum est pris sur toutes les courbes qui joignent = et .
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Comme dans le modele de la boule, on peut approcher cette distance par la longueur
des géodésiques hyperboliques: il existe g = €¢(d) > 0 et une constante M > 0 telles
que, pour tous x,y € X, toute géodésique [z, y], on ait

gﬂa([x7y]> Z Mda('rvy>

et
6*5(1|y)a,w )
(e, 5) = S min{1,elz — g},

ou ¢,, désigne la longueur d'une courbe mesurée dans la métrique d,. La démonstration
est similaire a celle du Théoreme 2.7.

Le complété de cet espace s’identifie naturellement & X U (0X \ {a}).

On a aussi 'analogue du Théoréme 2.14: pour chaque £ > 0 assez petit, (X, d.) est un
espace A-uniforme ou A = A(0).

2.2. Cas des groupes

THEOREME 2.19. — Si ¢ : X — X est une isométrie alors ¢ se prolonge a p : 0X — 0X
continument et, pour d. avec € > 0 assez petit,

(1) il existe L = L(e,|w — @(w)|) > 0 telle que ¢ soit L-Lipschitz.

(ii) il existe K = K. > 1 et ) = 1. ju—p(w)| telles que ¢ est K-quasiconforme et est n-
quasisymétrique. De plus, il existe un homéomorphisme ng croissant et linéaire de R
qui ne dépend que de 0 et €, tel que, pour tout a € 0X, il existe un voisinage V' de a tel
que la restriction de ¢ a 'V soit ng-quasisymétrique.

(111) il existe C = C(g) > 0 telle que ¢ est n-quasimdébius, avec n(t) = C - t.

REMARQUE 2.20. — Chaque propriété a son propre intérét. La propriété Lipschitz glob-
ale est intéressante, mais pas indépendante de l'isométrie. En revanche, elle est uni-
forme localement, ce qui ne suffit pas toujours. Il en est de méme pour les conditions
quasiconforme et quasisymétrique. La propriété quasimobius est donc particulierement
intéressante puisqu’elle est a la fois globale et uniforme.

Pour obtenir la constante de Lipschitz indépendante de 'isométrie, on utilise le résultat

suivant.

PROPOSITION 2.21. — Soit v une isométrie. Sia € 0X,b,c € X etd,-(a,b),dy.(a,c) <

Ce—elv=r7" @I glors

- dw (7, vc) -1
1/CNePalwn ™ (w) « Zwel 1 < OePalwy™ (w))
(1/C)e S b S0

LEMME 2.22. — Soient w,w’ € X ; si (a|b), > C+|w—w'| alors |G, (w, w") — Gp(w, w")| <
C(6), ou on définit f,(w,w') = |w —a|] — |w' —al si a € X.
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DEMONSTRATION. Si X est un arbre, alors (a|b),, > |w — w'| implique que S, (w,w') =
Bp(w,w’). Dans le cas général, on note F' = [w, w'] U [w, a[U[w, b[, et on considere 'arbre

approximatif associé.

Il existe donc une constante C' = C(9) telle que si (a|b),, > |w — w'| + C alors (alb)y >
[ — @], Done fa(, @) = (i, @) et [Ga(w,w') — Gylw, w)| < C(6).
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.21. Soient (b,), (¢,) deux suites de X qui
tendent vers b et c. On a

(Youlven)w — (bnlcn)w = %an - '771w| — by — w[ + [e, — 771w| — |en — wl]

~ 4B ) + A ).

1

Or le Lemme 2.22 implique que By (v 1w, w) ~ Be(y  w, w) ~ B, (v w,w), donc

[(V01ve)w = (ble)u] = Ba(y ™ w, w)| < C(9).

Par conséquent,

due0h:79) _ epumra
du(b, ) '
[ |

Birapport de quatre points. Si a,b,c,d sont dans X, on définit le birapport hyper-
bolique par

l[a:b:c:d =—(a|b)y — (c|d)w + (alc)w + (b|d)y -
On constate alors que

[a:b:c:d=1/2)(Ja=b|+|c—d|—|a—c|—|b—d]).

Onalarelation[a:b:c:d|=c:d:a:b],etdansunarbre, [a:b:c:d]=[b:a:c:d.
Toujours, dans un arbre, on a les deux cas de figures suivant :

Donc, dans un arbre, [a : b : ¢ : d| correspond a la distance entre les segments
géodésiques [a, b et [c, d] au signe prés. Autrement dit, le birapport entre 4 points mesure,
a une constante C(J) additive pres et au signe pres, la distance entre deux segments
géodésiques.
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Pour donner un sens a ce birapport a 'infini, on pose
d.(a,b) - d.(c,d)
d:(a,c)-d.(b,d)

On retrouve ainsi la forme familiere du birapport telle qu’il est défini sur la sphere de

[a:b:c:d.=exp—cla:b:c:d =<

Riemann.

On remarque que l'on retrouve l'identité de H.Poincaré lorsqu’il définit la métrique
hyperbolique sur le demi-plan supérieur dans son article originel [4]: soient x,y € X et
~ une géodésique qui passe par (x,y). Soient a,b € 0X les points a l'infini de . On

suppose que les points a, z,y, b sont dans cet ordre. On a |x — y| ~ logla : x : y : bl..

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.19.
(i) On a
(¢(a)]e(b))w = (©(a)]p(b)) puw

a |w — p(w)| pres. Du coup, on en déduit que ¢ est bilipschitz avec

L = eslop@)

(ii) Comme ¢ est bilipschitz, ¢ est quasisymétrique (Lemme 2.27). On a la quasisymétrie
locale indépendante de ¢ par la Proposition 2.21.

(iii) Soient a,b,c,d € X. Comme ¢ est une isométrie et que le birapport mesure essen-
tiellement la distance entre les segments géodésiques, le birapport est quasi-invariant. En

passant a ’exponentielle et en utilisant que

d-(a,b) < (1/e) exp —e(a|b), min{1,e|lz — y|},

on obtient
d=(p(a), p(b)) - de(¢(c), ¢(d)) _ .,  de(a,b)-d:(c,d)
d-(p(a), () - d=(p(b), p(d)) = d-(a,c) - d-(b,d)
|
PROPOSITION 2.23. — Si X est un espace géodésique propre qui admet une action géométrique

(proprement discontinue et cocompacte par isométries) d’un groupe G, alors X est quasi-
étoilé.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, il existe une constante C' > 0 et une géodésique v qui
passe a une distance au plus C' de w. Puisque 'action de G est cocompacte, chaque point
x de X a une géodésique v, qui passe a une distance au plus C’ de z. En considérant un
segment géodésique [w, z] et une approximation par les arbres, on peut extraire un rayon
quasi-géodésique issu de w qui passe pres de z. Par le lemme de poursuite, on en déduit

un rayon géodésique. [ |
Ombre de boules. Etant donnés w,z € X et R > 0, on note

Uu(x, R) = {a € 0X, [w,a[NB(x,R) # 0} .
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Sur un arbre, on a U,(z, R) = {a, (a|r), > |r —w| — R}.
LEMME 2.24. — Si a € U,(z, R) alors |w — 2| — 2R — C < f,(w, z) < |x — w.

DEMONSTRATION. On considere le triangle (w, a,x) et on considere le tripode associé.

Le centre ¢ vérifie ¢ € [w, a] tel que |¢ — z| < R.

g

On aﬁ&<w7j) = ’
|z —w| — R, et [5(w,

IN

_E’_k@_

|w—Z| = |w—=z|. Donc |c—w| > |w—Z|—|c—Z| >
) > [w — m

| — 2R

8l
IS

LEMME 2.25. — On a diam U, (z, R) < C - effe=slz—vl,

DEMONSTRATION. Soient a,b € U, (z, R), on considere x,,z, € B(x, R) tels que z, €
[w,al et xp, € [w,b]. On a (alb), > min{(a|ra)w, (Ta|T)w, (0]Tp)w, (Tp|2)w} — 26.

Or (a|zg)w = |w — x4 > |z —w| — R, de méme: (b|xy), > |r — w| — R. De plus,
(a|T)w = (1/2)(|Jzq — w| + |2 —w| — |z — 24]) > |z — w| — R et (xp]2)w > |z —w| — R.
Du coup, (alb)y, > |z — w| — R — 20 et d,.(a,b) < e @bl < Peheeclw—a| |

LEMME 2.26. — Soit z € X ; il existe C, C’ > 0 telles que s’il existe un rayon géodésique
r tel que d(z,7) < K et si R > K + C alors U,(z, R) contient une boule de rayon
(1/C/)€Ree—e|m—w\e—2K5.

DEMONSTRATION. Soit a 'extrémité de r, et soit ¢ € r tel que |z — ¢ < K. Alors
B(c,R— K) C B(x,R) donc Uy(c, R— K) C Uy(z, R). Si(alb)y, > |[c—w|+(R—K)+C
alors b € Uy (c, R — K) via les arbres. Par suite B(a, (1/C")exp(e(R — K) —e|lw —¢|)) C
Uu(z, R). Or lw—c| < |w—2z|+ K donc B(a, (1/C")e 25 exp(e(R—|w—c¢|)) C Uy(z, R)W

Du coup, dans le cas d'un groupe les ombres des boules de rayon fixés suffisamment
grands forment une base pour la topologie de 0.X.

2.3. Applications quasisymétriques et variantes

Une partie importante de ce paragraphe est issue de [3].
Définition. Soit f : (X,d) — (X', d’) une application. Etant donné un homéomorphisme
n: Ry — Ry, on dit que f est n-quasisymétrique si pour tous z,y, z tels que d(z,y) <
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td(z,z), on ait d'(fz, fy) < n(t)d(fz,fz). On dira tout simplement que f est qua-
sisymétrique s’il existe 7 telle que la relation ci-dessus soit vraie.

Si f est un homéomorphisme 7-quasisymétrique alors f~! est n/-quasisymétrique avec
() =1/n7"(1/t).

LEMME 2.27. — Si f est L-bilipschitz alors f est quasisymétrique avec n(t) = Lt.

DEMONSTRATION.

LEMME 2.28. — Soit f : X — Y une application n-quasisymétrique. Si A C B avec
diam B < oo, alors diam f(B) < oo et

1 < diam f(A) < (2 diam A)
. < — <n : .
diam B diam f(B diam B
21 <W m A ) J(B)

DEMONSTRATION. Soient (b,) et (b)) deux suites de B telles que |b, — b/,| > 1/2diam B
et lim |b,, — b,| = diam B. Pour tout b € B, on a |b—b,| < diam B < 2|b; — b}|. Par suite
£ () = f(b)[ <m(2)[f(br) = f(01)] et diam f(B) < oo.

Soit maintenant a € A; on |b, — b),| < |b, — a| + |a — b/,|, donc on peut supposer que

pour tout n > 0, on ait |b, — a| > |b/, — a|. Du coup, pour tout z € A, on a

|z — al diam A |
— < — f(b,)] < 2 d B).
) = sl < 0 (20 ) @) = fe) < (2500 ) dien f5)
En appliquant cet argument a f~!, on obtient I’autre inégalité. [ |
THEOREME 2.29. — Soient (X, z0), (Y, yo0), deuz espaces métriques propres marqués, n

un homéomorphisme croissant de R, et F la famille d’applications n-quasiymétriques
f: X =Y telles que f(xo) = yo et telles qu’il existe un point xy # xo et une constante
M < oo tels que, pour tout f € F, on ait (1/M) < |f(xo) — f(z()| < M. Alors F est une
famille compacte.

DEMONSTRATION. Soit z € X. Quitte a échanger les roles de z et xj, on peut supposer
que x # xg, voire méme que |x — xo| > |z — xy|/2. Soit 2’ € X. On a

(@) - )] Sn( )U@@—f@ﬂ

|z — ']

|z — o
0 (2 =) (=) oo - )

|z — | |z — 2]
STZ(2 T n — | M
|x0 x0| |$0 a:0|

IA
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donc F est uniformément équicontinue sur toute boule bornée B(xg, R): en effet, on

obtient
—a R |x — 2|
2) - f(@)] < (a'gf x') ( >M§ (2—)
|f(x) = f(2)] <n o —aol) "\ o= A ra—

Comme Y est propre, les images de B(xg, R) par toutes les fonctions restant bornees, le

thm d’Ascoli s’applique, et on peut extraire une suite convergente sur B(zg, R).
Par un procédé diagonal, on peut extraire une sous-suite convergente vers une ap-
plication continue f non constante. Il vient par passage a la limite que f est aussi

n-quasisymétrique, et injective. [ |

Applications quasimobius. Une application f : X — X’ est n-quasimdobius s'il existe
un homéomorphisme 7 : Ry — R, tel que, pour tout a, b, c,d € X deux a deux disjoints,

on a

!ﬂ@—f@Nﬂﬂw—fWﬂ<U(M—H,k—ﬂ>.
[f(a) = F(Al [f(e) = f(d)] ~ "\la—c| [b—d]

LEMME 2.30. — Soit X un espace métrique. Si x1, x9, T3, x4 sont quatre points distincts
de X, on définit

min{|m1 — Z9/, |17U3 - $4|}

<$1,:L‘2,JI3,.T4> = min{|x1 _ l‘3|, |I2 —ZE4|} :

Alors

(21,29, 03, 04) < o([T1, T2, T3, 74]) €t [T1, To, 73, 2] < ({71, T2, T3, T4))
ou
no(t) =t+Vt2+t and n(t) =t(2+1).
DEMONSTRATION. On suppose que |21 — z3| < |23 — 24/ ; il vient

|z — 23| < |21 — @o| + |9 — 4| + |24 — 23] < 2|24 — 3| + |12 — 4]

|xo — 24| < |zo — 21| + |21 — 23| + |23 — 24| < 2|24 — 23| + |21 — 23]
Donc

max{|r; — x|, |ve — 24|} < 2|w4 — x3| + min{|zy — 23], |2 — 24|}

- 2+min{\x1—$3|,|$2—x4|} |25 — 4]
< P 3— T4

1
< (2+—) a5 — 4]
<ZU1, Lo, X3, $4>
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Par suite,

-1

\$1—332|
T1,%9,T3,T4] > |2+ '
[17 2,43, 4] ( (xl,x2,$3,$4>) mln{|$1—$3|7|$2_$4|}

1 -1
<$1,x2,x3,$4>) .

> <LC1, T2, T3, :C4> (2 +
En inversant la fonction de (x;), on obtient

(w1, 2, w3, 24) < No([T1, 2, T3, 24]) -
On note que

no(t) < 3max{t,Vt}.

En permutant les points, on a

1 -1
(21, x5, T, k4] > (X1, X3, T2, T4) (2 + —)
<$1,333,3327$4>

et en passant a l'inverse, on trouve
(21, 02, 13, 24] < ({21, T2, 73, 74)) -
|
Ce lemme signifie que ’on peut remplacer le birapport par cette nouvelle notion quan-

titativement, a priori plus intuitive.

THEOREME 2.31. — (i) Une application quasisymétrique est quasimabius.
(i) Soit f : X — Y wune application quasimébius. Si X et Y sont non bornés, alors
f est quasisymétrique si et seulement si f(x) tend vers Uinfini quand x tend vers
Vinfini. Si X et'Y sont bornés et si, pour trois points z1,z2,23 € X, on a |z —
z;| > diam X/ et |f(z) — f(z;)| > diam Y/X pour un X > 0, alors f est n-
quasisymétrique, ou 1 ne dépend que de \ et du controle de la distorsion des
birapports.

DEMONSTRATION. Voir le Théoréme 3.2, le Théoréme 3.10 et le Théoréme 3.12 de article
[5] de J. Viiséla.

(i) Montrons que si f est 7-quasisymétrique, alors
<f<£li'1), f(xQ)v f(x?))? f(l'4)> < 77(<L€1,x2,l'3, :IZ'4>) :

Supposons |r1 — x| < |23 — x4]. On a min{|f(z1) — f(z2)], |f(x3) — f(z4)|} <
|f(x1) — f(x2)|. D’autre part, on note

min{[f(z1) = f(xs)|, [f(22) = f(za)|} = |f(2:) = [ (25)]

ou on peut choisir ¢ € {1,2}.
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|21 — 2
"z =g
7 J

|21 — 2o

”<mmﬂm—x¢ua—uu)

Du coup,

IA

IN

< 77(<3517 Tg, X3, $4>) :

Le Lemme 2.30 permet de conclure.

(ii) Si X et Y sont non bornés, alors f ne peut étre quasisymétrique que si f(x) tend
vers l'infini quand x tend vers I'infini d’apres le Lemme 2.28. Dans ce cas, on fait
tendre x4 veres 'infini et on obtient que f est n-quasisymétrique.

Sinon, pour tout x € X, il existe z;, z; tels que |z; —x| > diam X/2\ et |z; — x| >
diam X/2X. De méme, il existe zy, z,, tels que |f(zx) — f(z)| > diamY/2\ et
|f(zm) — f(x)] > diam Y/2\.

Soient w1, 9, x3. On choisit z; de sorte que |z; — xo| > diam X/2X et |f(z;) —
f(x3)| > diam Y/2\.

Du coup,

THEOREME 2.32. — Soient X,Y deux espaces bornés. Soient X > 0 et x1,x9, 73 € X
trois points tels que |z; — x;| > diam X/A. Il existe un homéomorphisme p : Ry — R tel
que pour toute application n-quasimobius f : X — Y telle que | f(x;)— f(x;)| > diam Y/A,
on ait

|f(z) = fy)| < (fa;?ﬁf) - diam Y .

Autrement dit, I’ensemble de ces applications est équicontinue.
DEMONSTRATION. Voir le Théoréme 2.1 de [5].
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3. DYNAMIQUE CONFORME A L’INFINI

La notion de groupe de convergence est due a F.Gehring et G. Martin, qui voulaient
mettre en avant les propriétés dynamiques des groupes kleinéens comme systeme dy-
namique conforme. Cette partie est essentiellement tirée des travaux de B. Bowditch [5].
Au lieu de travailler en toute généralité comme le fait B. Bowditch, on ne s’intéresse ici
qu’au cas métrique. La seule différence tient dans I'usage des suites plutot que des filtres.

Etant donné un espace (métrique) X (avec au moins trois points), on note A C X3
'ensemble des triplets (ordonnés) dont au moins deux termes sont identiques, ©°(X) =
X3\ A I'ensemble des triples (ordonnés) distincts. On considere aussi 'application p : A —
X définie par p({z,z,y}) = x. On note 90°(X) = A/(p). Cet espace est naturellement
homéomorphe a X.

Si X est (métrique) compact non vide et parfait alors ©°(X) U 90°(X) est aussi
(métrique) compact et parfait. Le groupe &3 agit sur ©°(X) U 90°(X) par permuta-
tions sur les coordonnées. On définit alors

O(X)=0%X)/6; et 00(X)=00°X)/G;.

De plus, 00(X) est naturellement homéomorphe a X.
Avant de définir les groupes de convergence, on commence par étudier des propriétés
de familles d’homéomorphismes qui caractériseront ces groupes.

DEFINITION 3.1. — On dit que ® est proprement discontinu sur les triples si, pour tout
compact K C ©(X) et tout compact L C O(Y), l’ensemble

{oe @, o(K)NL#0}
est fini.
On suppose dorénavant que X est un espace métrique compact.

LEMME 3.2. — & est proprement discontinu si et seulement si, quelles que soient les suites
(n), (yn) et (z,) de X qui convergent vers z, y et z dans X, et quelle que soit la suite
d’éléments distincts (¢,) de @ telle que ¢, (x,,), Gn(yn) et én(z,) tendent vers 2, y' et 2/
dans Y, on a les propriétés suivantes.

Si{z,y,z} € ©(X) alors {2/, ¢/, 2’} € 00(Y).

Si{z',y,2'} € O(Y) alors {z,y, 2z} € 09(X).

DEMONSTRATION. Supposons {z,y,z} € ©O(X). Alors, pour n assez grand, on a
{Tn, Yn, zn} € O(X). De méme, si {2/,y/,2'} € O(Y) alors, pour n assez grand, on a
{n(x)), dn(y)), dn(zh)} € O(Y). Du coup, si on choisit K = {x,, yn, 2n} U {2,y,2} et
L =A{¢n(x)), on(yl), on(2,)} U {2, ¢/, 2'}, on viole la propre discontinuité de ®.
Réciproquement, si K et L sont deux compacts de O(X) et de O(Y), et si on a une
infinité de ¢ € @ tels que ¢(K) N L # (), alors il existe des suites qui ne vérifient pas les
propriétés du lemme, puisque les limites seront dans O(X) et O(Y). [
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DEFINITION 3.3 (écroulement). — Soient X,Y deuz espaces (métriques) compacts. Soit
® un ensemble d’homéomorphismes de X dans Y. FEtant donnés x € X ety € Y, un
sous-ensemble @' C @ est un écroulement de (x,y) si pour tout compact K C X \ {z}, et
tout compact L C'Y \ {y}, l'ensemble

{p €@, ¢(K)NL#0}
est fini.

On dit que ® a la propriété de convergence si tout ® C & infini contient un écroulement.

REMARQUE 3.4. — Si ® est un écroulement de (z,y) alors ®~! est un écroulement de
(y, ).
LEMME 3.5. — & a la propriété de convergence si et seulement si, pour toute suite

d’éléments distincts (¢,) de @, il existe une sous-suite (n) et deux points x € X et
y €Y tels que ¢,, converge uniformément sur les compacts de X \ {z} vers y.

DEMONSTRATION. Si @ a la propriété de convergence et si (¢,) est une suite, alors il
existe une sous-suite (ny) et deux points x € X et y € Y tels que (¢,, ) est un écroulement
de {z,y}. Forcément, ¢,(z) tend vers y pour tout z € X \ {z}, sinon on contredirait la
condition de 1’écroulement. Si la convergence n’est pas uniforme sur les compacts de
X \{z}, alors on peut trouver un compact L C Y \ {y} qui contient une infinité de termes
de ¢, (K), avec n distincts.

La réciproque est du meéme ordre. [ |

PROPOSITION 3.6. — Un ensemble ® a la propriété de convergence si et seulement si ®

est proprement discontinu sur ©(X).

DEMONSTRATION. Supposons que ® ait la propriété de convergence. Soit (¢, ) une suite
d’éléments distincts. Supposons qu'il existe des suites (z,), (y,) et (2,) qui convergent
respectivement vers x, y et z et telles que les suites (¢, (x,,)), (¢n(yn)) €t (Pn(2,)) conver-
gent vers ', i et 2/. Si z, y et z sont trois points distincts de X, alors, quitte a extraire
une sous-suite, il existe a € X et b € Y tels que (¢,|x\({a}) converge uniformément sur les
compacts vers b. On peut de plus supposer que z,y # a. Du coup, (¢,(z,)) et (én(yn))
tendent vers b i.e., 2’ =y = b. Ceci montre que ® est proprement discontinu.

Réciproquement, supposons que ® est proprement discontinu. Soit (¢,) une suite
d’éléments distincts. Soient (z,,), (yn) et (z,) des suites qui convergent respectivement
vers x, y et z. Supposons que les limites sont distinctes. Du coup, quitte a extraire une
sous-suite il existe b, € Y, tels que, (¢n(xy)) et (¢n(yn)) tendent vers b et (¢,(2,)) tend
vers b'.

On distingue deux cas. Le premier est b # U'.

Soit ¢ different de b et b'. On a (¢n(xn), Pn(zn),c) qui tend dans O(Y) vers (b, V', c),
donc ¢ (dn(2n), n(2n), €) = (Tn, 20, ;1 (c)) tend vers le bord de O(X): ¢, !(c) tend vers
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x ou z. Sion remplace z et x, par y et y,, alors ¢, '(c) tend vers y ou z : ¢, !(c) ne peut
tendre que vers z.

Nous allons alors montrer que, quitte a extraire une sous-suite, (¢n|x\{}) converge
uniformément sur les compacts vers b.

Soit maintenant K un compact de X \ {z}, et supposons que la convergence n’est pas
uniforme vers b. Il existe une suite (w,) de K telle que ¢, (w,) reste hors d’un voisinage
de b. Puisque K est compact, on peut supposer que la suite est convergente vers un point
w, et que w # x (sinon, on remplace x par y dans argument qui suit).

Les triplets (wy,, Ty, z,) restent dans un compact de O(X), donc ¢, (wy, x,, z,) tend
vers le bord: ¢, (w,) tend vers b ou v'. Or, (¢, '(c), w,, z,) reste aussi dans un compact
de ©(X), donc ¢, (w,,) tend vers c ou b: il s’agit de b. On obtient ainsi une contradiction.

Le second cas (b = ') se ramene au premier avec l'astuce de ci-dessus: considérons
c € Y\ {b}, et notons ¢, = ¢, *(c). Quitte & extraire une sous-suite, (c,) tend vers un
point ¢ € X. On remplace (z,) par (¢,) et on obtient le méme résultat: ® a la propriété
de convergence. [ |

On peut légerement améliorer cette proposition :

PROPOSITION 3.7. — Si @ est proprement discontinu sur ©(X) alors ® a la propriété de
convergence sur ©(X) U 00(X).

DEMONSTRATION. II suffit de considérer le cas d’une suite (¢,) d’éléments distincts
telle que (¢n]o0(x)\(a}) converge sur les compacts vers b € 99(Y) et de montrer que la
convergence est uniforme sur les compacts de (©(X) U 009(X)) \ {z}). On considere
n'importe quelle sous-suite (p,) de (¢,) et une suite (6,) de ©(X) (le cas 99(X) est
connu par la Proposition 3.6). On écrit 6, = {x,,yn, 2.} et on suppose que cette suite
converge vers 0 = {z,y, z}.

Si § € ©(X), alors on peut supposer que z,y # a. Du coup, (p,(z,)) et (pn(yn))
tendent vers b et ¢, (6,,) aussi dans O(X) U 00 (X).

Si § € 09(X) \ {a}, alors € correspond & un point x € X \ {a}. Du coup, on peut
supposer que (z,) et (y,) tendent vers x. Comme x # a, les suites ¢,(x,) et ©n(yn)
tendent toutes deux vers b. Donc ¢, (6,) tend vers b. ]

DEFINITION 3.8 (Groupe de convergence). — Un groupe I' est un groupe de convergence
st ' agit par homéomorphismes sur un compact (métrique) et que cette action est propre-

ment discontinue sur les triples. On dit que [’action est uniforme si [’action est cocompacte
sur ©(X).

REMARQUE 3.9. — Soit I' est un groupe de convergence qui opere sur un espace X ; si
(Vn)n est un écroulement de base (a, b), alors (yo7,), est un écroulement de base (a, (b)),
et (707, 0y ™1), est un écroulement de base (vy(a),v(b)).
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DEFINITION 3.10 (Ensemble limite). — L’ensemble limite d’un groupe de convergence T

est I’ensemble des points qui sont base d’un écroulement de T'.
Si ' est un groupe de convergence uniforme, on verra que I’ensemble limite est tout X.

THEOREME 3.11. — Si ' agit proprement et discontiniment sur un espace hyperbolique

géodésique propre X par isométries, alors I' est un groupe de convergence uniforme sur
0X et X UOX.

La démonstration repose de maniere essentielle sur I’observation fondamentale suivante.
Supposons que I' agisse par homéomorphismes sur deux espaces localement compacts X

etY et que f: X — Y est une application continue surjective propre et I'-équivariante.

— I' agit proprement discontiniment sur X si et seulement si I' agit proprement
discontiniment sur'Y .
— L’action de I' est cocompacte sur X si et seulement si l'action de I' est cocompacte

surY.

DEMONSTRATION. On suppose que X est d-hyperbolique. On considere 1’ensemble
Y € X x O(0X) des points (a,{z1,x9,x3}) tels qu’il existe un triangle géodésique
A = (x1,29,x3) dont la distance de a a chaque c6té est au plus une constante D > 40.
Comme les triangles sont 40-fins, cet ensemble est non vide et fermé. On peut choisir D
assez grand de sorte que la projection de Y sur X soit surjective. De plus, les projections
de Y sur ©(0X) et X sont continues surjectives et I'-équivariantes. Donc l'action propre,
discontinue et cocompacte de I' sur X induit une action propre, discontinue et cocompacte
de I" sur Y, puis sur ©(0X). Donc I' est un groupe de convergence uniforme sur 0.X.

Le passage a X U 0X se fait en remarquant que I' agit par homéomorphismes uni-
formément quasimdbius sur X U0X en considérant la métrique uniformisante. Par suite,

la convergence vers un point de X est uniforme sur 0.X U X. [

En fait, B. Bowditch montre aussi la réciproque [6]:

THEOREME 3.12. — Si T est un groupe de convergence uniforme, alors I' est hyperbolique

et son bord est homéomorphe a X.

DEMONSTRATION. Voir la démonstration du Théoréme 0.1 dans [6]. Elle consiste en
plusieurs étapes. D’abord, il s’agit de constuire une notion de birapport [-] sur X
quasi-invariant par l'action du groupe I'. Ce birapport permet alors de définir une
“quasimétrique” ¢ sur ©(X) au sens que I'inégalité triangulaire n’est vérifiée qu’a l’ajout

d’une constante additive pres: si 6 = (z;) et 0" = (%) sont des points de ©(X), on note
q(0,0") = maxlog[x;, x}, x;, xy) -

Dans la troisieme étape, on montre que les ensembles finis de (©(X),q) sont bien
approximés par les arbres, ce qui permet d’avoir une hyperbolicité grossiere sur O(X).
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Enfin, puisque I' est un groupe de convergence uniforme, on montre que cette hyperbolicité

grossiere se traduit par I’hyperbolicité du groupe.

En conclusion, on remarque que la donnée d'un groupe hyperbolique est équivalente a
celle d'un groupe de convergence uniforme. De plus, en considérant des métriques dans
la jauge conforme d’une métrique visuelle, ce groupe de convergence est aussi un groupe
uniforme d’homéomorphismes quasimobius (¢f. Théoreme 2.19). Cette remarque est le
point de départ des travaux de M. Bonk et B. Kleiner et suggere une approche inspirée de
la dynamique conforme: la définition de groupe de convergence uniforme implique qu’il
existe une constante C' > 0 telle que, quel que soit {x,y, z} € O(9X), il existe v € I telle
que min{d.(yz,vy), d-(yx,vz),d:(y2z,7y)} > C. Comme I' est un groupe uniformément
quasimobius, on est dans la situation “expansion et distorsion bornée” qui a été tant
exploitée par D. Sullivan dans le cadre des groupes kleinéens et des fractions rationnelles
(voir aussi le Corollaire 3.25).

3.1. Quelques propriétés
DEFINITION 3.13. — Soit h : X — X un homéomorphisme.

(1) L’homéomorphisme h est hyperbolique si h a deuz points fizes a et b et, pour tout
voisinage U de a etV de b, il existe n tel que h(X \'V) C U et (X \U) C V; de
plus, (X \ {a,b}/(h) est compact.

(2) L’homéomorphisme h est parabolique si h a un seul point fire a, et pour tous
voisinages U,V de a, il existe n tel que h"(X \U) C V.

(3) L’homéomorphisme h est elliptique s’il existe k > 1 tel que h* = id.

PROPOSITION 3.14. — Soient I un groupe de convergence. Tout élément v € T est ou
bien hyperbolique, ou bien parabolique, ou encore elliptique.

Commencons par un lemme qui nous permettra de reconnaitre un élément hyperbolique.

LEMME 3.15. — S'il existe un ouvert U tel que v(U) C U, v non elliptique, alors v est
hyperbolique, U contient le point attractif a, son complémentaire le point répulsif b, et

(X\ {a,0}/(v) = (U\A(U)/(7)

est compact.

DEMONSTRATION. On note A = M,>07™"(U) et B = Ny<oy"(X \ U). Les ensembles A et
B sont compacts et disjoints. Puisque 7 n’est pas elliptique, (™) contient un écroulement
de base (a,b).

Pour tout = dans U \ {b}, on sait que v"(z) tend vers a. De plus, toute limite de
(v"(x)), doit étre dans A par définition (intersection décroissante) et compacité de A:
donc a doit étre dans A. Le méme raisonnement s’applique aussi a B et b. Donc on a
a € Aetbe B. Deplus, v(B) C B et, pour tout = # a, il existe (ng) telle que v (x)
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tende vers a. En particulier, B = {b} et de méme, A = {a}. Du coup, a et b sont des

points fixes. [ |

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.14. Si 7 n’est pas d’ordre fini, alors la suite (") est

infini. Il existe donc une sous-suite (n) et deux points a,b € X tels que 4" tend vers b

sur X \ {a}.

Si a # b, il existe un voisinage U de b et k € N tels que v*(U) est relativement
compact dans U. On en déduit que 7* est hyperbolique par le Lemme 3.15, de points
fixes a/,b'. Pour tout x € U, on a y"*(z) = v(y"*(z)) qui tend vers v(V'); mais on a
aussi Y+ (z) = 4" (y(x)), donc si y(x) # a, alors y"**1(z) tend aussi vers ¥. Donc
(') =b'. Du coup &' = b. De méme pour a.

Soient U et V des voisinages de a et b respectivement de fermeture disjointes. Il existe
nyg > 1 tel que, pour n > ng, on ait Y(X \U) C Vet y(X \ V) C U. On note
K=X\(™X\U)Uy ™ (X \V)). Il sagit d'un compact de X \ {a,b}.

Soit x € v (X \ V); il existe m > 0 tel que v (z) € y"(X \ V), mais y™"(x) ¢
v~ (X \ V) pour tout n > 1. Du coup, v"(z) € U, donc v (z) ¢ v"(U). Par suite,
ymtmo(r) € K. En procédant ainsi avec U, on en déduit que K contient un domaine
fondamental de X \ {a,b}.

Si a = b, alors pour tout = ¢ {a,v '(a)}, on a y"(a) qui tend vers a. On en déduit que

v(a) = a comme ci-dessus. ]

LEMME 3.16. — Soit I" un groupe de convergence sur X. Si (,) est un écroulement de
base (a,b) avec a # b, alors 7, est hyperbolique pour tout n assez grand.

DEMONSTRATION. Soient U et V des voisinages de a et b respectivement de fermeture
disjointes. Il existe ng > 1 tel que, pour n > ng, on ait v,(X \U) C Vet v, (X \V) C U.
Par le Lemme 3.15, on en déduit que +,, admet un point fixe dans U et dans V. [ |

LEMME 3.17. — Soit I un groupe de convergence.
(i) Un élément parabolique et un élément hyperbolique n’ont pas de points fixes en
commun. Par conséquent, ils ne peuvent pas commuter.

(ii) Deux éléments hyperboliques ont ou bien leurs points fixes disjoints ou bien con-
fondus.

DEMONSTRATION. (i) Soient h hyperbolique et p parabolique. On suppose que le point
fixe a de p est attractif pour h. Notons b I'autre point fixe de h. On note p,, = h™"opoh™.
On a p,(a) = a et p,(b) qui tend vers b. Or les p,, sont tous disjoints car h"(p(b)) # b pour
tout n > 1. Du coup, (p,) contient un écroulement de base (a,b) et p, est hyperbolique
en vertu du Lemme 3.16 pour n assez grand. Ceci contredit que p est parabolique.
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Si h et p permutent et a est le point fixe de p, alors h(p"(z)) = p™(h(x)) tend vers a

pour tout z, donc h(a) = a.

(ii) Soient hy et hy deux transformations hyperboliques de points fixes (a;,b;), j = 1,2.
On suppose que a; = ay = a et by # by. En vertu du Lemme 3.14, il existe un domaine
fondamental compact K; de h; dans X \ {a;,b;} pour j =1,2.

Sin est assez grand, alors L = h}(K7) est dans un voisinage de a, mais a n’est pas dans
L car hy est un homéomorphisme qui fixe a; donc en particulier, L est disjoint de a et
by. Puisque K5 est un domaine fondamental pour I'action de hy sur le complémentaire de
{a, by}, pour n’importe quel point = de L, il existe un itéré m tel que hl'(x) est dans Ks:
autrement dit, pour n assez grand, il existe m € Z tel que h,, = hi* o h}(K;) N Ky # ().
Soit z,, € Ky Nh1(Ky).

Du coup, 6,, = (z,,a, hi" (b)) reste dans un compact de O(X) car x, € K; et hy"(bs)
tend vers by. Or hy(x,) € Ks, hy(a) = a et h,(h{"(b2)) = be, donc h,(6,) reste aussi
dans un compact de ©(X). Du coup, on en déduit par propre discontinuité que h,, = h,,
pour certains n et m, et les points fixes de h; et hy coincident. [ |

COROLLAIRE 3.18. — 8% un groupe de convergence fixe un point a € X, alors l’ensemble

limite est constitué de un ou deuz points.

On dit qu'un groupe de convergence est élémentaire si son ensemble limite ne contient

qu'un ou deux éléments.

PROPOSITION 3.19. — Soit I' un groupe de convergence non élémentaire d’ensemble limite
X.

(1) Sia # b sont des points limites, alors il existe un écroulement de base (a,b).
(2) Les paires de points fizes d’éléments hyperboliques sont denses de X x X.

DEMONSTRATION.

(1) Soient (v,), un écroulement de base (a,d’) et 7, un écroulement associé ainsi
ab(etd) Sid = aoub =0b onalécroulement recherché. Sinon, soient
ap, ap € X \ {a, b} distincts. On note a,, = v, '(ao) et a,, = v, (af). Ce sont deux
suites distinctes qui convergent vers a.

Quitte a composer un des écroulements par un élément v € I', on peut supposer
que a’ # V. Notons 74, = 7,1 07,, et soit  # a. On a 7, (z) qui tend vers V' # a/,
donc 7, () tend vers b par convergence uniforme. De méme, 7, 1(x) tend vers a si
x # b. Donc (7,), est un écroulement de base (a,b).

(2) 1l suffit de montrer que les points fixes sont denses hors de la diagonale. Soient
a # b. D’apres ci-dessus, il existe un écroulement (v,) de base (a,b). D’apres le
Lemme 3.16, v, est hyperbolique et ses points fixes sont aussi proches que I'on
veut de a et b.
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Points coniques. On dit qu'un point x € X est un point conique d’un groupe de
convergence s’il existe une suite de points (x,) qui tend vers z, § € O et une suite

d’homéomorphismes 7, € I tels que, pour tout z € X \ {z}, v,(z, z,, 2) tend vers 6.

LEMME 3.20. — Un point limite x est un point conique de I, si et seulement si I contient
un écroulement (z,y) pour un certain point y € X \ {z} tel que 7, (x) ne tend pas vers y.

DEMONSTRATION. On peut supposer que (7, ), est un écroulement de base (b, a). Puisque
Yn(x, xp, 2) tend vers 0 pour tout z € X \ {z}, le point a correspond a la limite commune
de (7,(2))n. De méme, puisque la limite n’est pas uniforme au voisinage de x, on a b = x.
Si a = z, on peut trouver vy € I tel que 7y(z) = y # a puisque I" est non élémentaire. Du
coup, (v o ,) est un écroulement de base (x,y), avec x # y.

Inversement, si (7,) est un écroulement de base (z,y), et si (7,(x)) ne tend pas vers y,
alors on se fixe g € X \ {71.(z),y}, et on note z,, = 7, (xg) ; cette suite tend vers z et

Yn(z) tend vers y pour tout z # x. Du coup, z est conique. [ |

REMARQUE 3.21. — Si x est un point limite non conique, alors pour tout écroulement
de base (z,y), on a vy,(z) qui tend vers y pour tout z € X.

LEMME 3.22. — Un point parabolique n’est pas un point conique dans un groupe de

convergence.

DEMONSTRATION. Supposons que a est un point conique et qu’il existe un écroulement
(7n) de base (a,b) avec a point fixe parabolique de p € T', et b # a. Pour tout n
assez grand, -, est hyperbolique, et v, 17, aussi, pour m fixé et n assez grand. Posons
Gn = Ymopon, . Cette suite est bien infinie, sinon un élément parabolique commuterait
avec un élément hyperbolique. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (g,)
est un écroulement. Or (7,(a)) tend vers un point ¢ # b, donc g,(v,(a)) = vn(a) — ¢; de
méme, 7, (2) tend vers b, donc g, (7,(2)) = Yn(p(z)) tend vers b si p(z) # a. On en déduit
que (g,) est un écroulement de base (a,b), et donc que g, est hyperbolique pour n assez

grand (Lemme 3.15), ce qui contredit le fait que p est parabolique. [ |

PROPOSITION 3.23. — Soit I un groupe de convergence uniforme non élémentaire d’ensemble
limite X alors tous les points sont coniques et il n’y pas de points paraboliques.

REMARQUE 3.24. — En fait, B. Bowditch montre aussi que si tous les points de X sont
coniques pour un groupe de convergence qui opere sur un compact métrique parfait, alors
il s’agit en fait d'un groupe de convergence uniforme (cf. Théoreme 8.1 de [6]).
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DEMONSTRATION. Soit x € X; comme X est parfait, il existe une suite (z,,) qui tend vers
z. soit y € X \ {z}. Par cocompacité de I'action de G, il existe une suite (g,,) qui sépare
les points {z, z,,y}. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer qu’il s’agit d’'un
écroulement de base {a,b}. Le point répulsif est forcément b = z. Pour tout z € X \ {z},
(gn(z)) tend donc vers a. Puisque tous les points sont coniques, on n’a pas d’éléments

paraboliques en vertu du Lemme 3.22. [ |

COROLLAIRE 3.25. — La dynamique d’un groupe hyperbolique est minimale et, pour tout
ouvert U, il existe vy, ...,7, tels que X C Uy;(U).

DEMONSTRATION. Soit € X. Pour tout a # x, on considére b ¢ {a,z} et un
écroulement de base (a,b). Du coup, v,(x) tend vers a.

Soit U un ouvert de X et soit V un autre ouvert. Il existe v € I' hyperbolique avec
ses points fixes dans U disjoints de V. Du coup, pour n assez grand, on a v"(V) C U
et V.C v ™(U). Du coup, I'.U recouvre X, et on peut en extraire un sous-recouvrement
fini. [ |

Propriétés topologiques du compact. On applique les résultats précédents pour en
déduire des propriétés topologiques.

PROPOSITION 3.26. — Si X est de dimension topologique n, alors tout ouvert est de
dimension topologique n.

DEMONSTRATION. Soit U un ouvert de dimension minimale. Il en est de méme de tous ses
ouverts. Or le Corollaire 3.25 implique 'existence de v, ...,7 € I' tels que X C Uy;(U),

donc X est de la méme dimension que U. [ |

PROPOSITION 3.27. — Si X admet un ouvert homéomorphe a un ouvert de R", alors X

est homéomorphe a S".

DEMONSTRATION. Soit U un ouvert homéomorphe & un ouvert de R". Le Corollaire
3.25 implique 'existence de 7y,...,v € I tels que X C Uy;(U), donc X est une variété
topologique compacte de dimension n.

Soit v un élément hyperbolique de points fixes a et b; on considere des voisinages U et
V de a et b homéomorphes a R" et de fermetures disjointes; on note fy, fyy : R" — U,V
ces homéomorphismes. Quitte a itérer 7, on peut supposer que y(X \ V) C U. On écrit
B = fy(B(0,1)). Quitte a itérer v, on peut supposer que v(X \ fy(B(0,1/2))) C U. On
a donc X =V U~vB.

Il suffit de montrer que V' \ m est une boule pour conclure. Notons S =
v Yy fu(S™1) 1 il s’agit d’une sphere plongée dans R”, donc son complémentaire & deux
composantes connexes par un théoreme de Brouwer. La composante non bornée corre-
spond a v(B), et c’est donc une boule. Pour I'autre composante, le théoreme de Schonflies
généralisé permet de conclure puisque S admet un voisinage homéomorphe & S" ' x]—1, 1].
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Autre méthode. On considere un élément hyperbolique ¢ € G de points fixes a et b.
Soit U un voisinage de a disjoint de b; quitte a prendre un itéré de g, on peut supposer que
g(U) est relativement compact dans U. Du coup, pour U homéomorphe a la boule unité
de R", on en déduit que X \ {a} est homéomorphe & R". Du coup X est homéomorphe
a S". ]

Capacité de Bowditch. On suppose ici que G est un groupe de convergence uniforme
opérant sur un espace compact X parfait non vide.

Un anneau de X est par définition une paire ordonnée de compacts non vides disjoints
A= (A", A") tels que X \ (A~ UAT) #£0.

Si K est compact, on écrit K < A si K est contenu dans 'intérieur de A~ et K > A
si K est contenu dans l'intérieur de A*. Si A et B sont des anneaux, on écrit A < B si
X\ AT < B

Puisque 'action est cocompacte, il existe un compact 6y C O(X) tel que, pour 6 €
O(X), il existe g € G tel que g(f) € Oy. On choisit un recouvrement fini {U;(¢?) =
U(2?) x U(xh) x U(x})Yj=1...¢, ott les U(z]) sont des voisinages de 7, ol X\Ukm # (),
et ol 67 = (z7) € O,

j

On note Ay I'ensemble de tous les anneaux de la forme (U(x)),U(x])) lorsque I'on

parcourt {x], #}, 23}, j = 1,...,£. On note A I'ensemble des anneaux obtenus en faisant
opérer G sur Ay.

DEFINITION 3.28 (capacité de Bowditch). — Si K et L sont disjoints, on note Cap(K, L)
Uinverse du supremum des entiers n > 1 tels qu’il existe des anneaux (A;)1<j<n de A tels
que K < Ay < ... < A, <L, et co s’il n’y en a pas.

LEMME 3.29. — Soient E, F' deux compacts disjoints. Si Cap(FE, F') est nulle, alors E ou
F' est un singleton.

DEMONSTRATION. Par définition, pour chaque entier n, il existe n anneaux tels que
E<Al <Ay <...<A) <F.

Pour chaque anneau, on considere g7 € G tel que g7 (A7%) € Ao.

L’ensemble H = {g7}; est infini, car Ay est fini. De plus, quitte a extraire une sous-
suite, on peut supposer qu’un seul anneau A € Aq est atteint. H étant infini, il contient
donc un écroulement (g,) de base {a, b} : convergence vers a sur X \ {b}. Or, a ne peut
étre dans A~ et dans A1 a la fois, donc on peut supposer qu’il n’est pas dans A~. Par
suite, g, '|4- tend uniformément vers b, et g, '(A™) contient E par construction. On en
déduit que F est un seul point: b. [ |

Réciproquement, on a aussi.
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LEMME 3.30. — Soit K un compact strict de X. Soit x € X\ K. Alors Cap({z}, K) <1,

et la capacité est en fait nulle.

DEMONSTRATION. Soit (z,,) tendant vers . Il existe un écroulement (g,) de base (z,a)
tel que, pour tout y € X, g,(z,z,,y) € Oy. Puisque K ne contient pas =, (g,(K))
tend vers b uniformément. Par construction de Ay, il existe un anneau A € A, tel que
gn(z) < A < b. Du coup, pour n assez grand, on a aussi g,(z) < A < g,(K), soit
r < g, (A) < K, et Cap({z}, K) < 1. Par récurrence, on construit une suite d’anneaux
“emboités” (A,) en considérant les paires (z, AT). ]

Notes. Cette capacité est introduite par B. Bowditch poour démontrer le Théoreme 3.12:
cela lui permet de définir un birapport hyperbolique invariant par I'action du groupe (et

lui donner ainsi une structure de groupe quasimébius).

3.2. Espace d’espaces

Le but de ce paragraphe est de définir une topologie sur I’ensemble des espaces métriques

et de donner des criteres de compacité.

3.2.1. Distance de Hausdorff dans un espace fizé. Soit Z un espace métrique. Si X, Y C
Z, on note

I(X,Y)=supd(z,Y).

zeX
On a 9(X,Y) = 0 si et seulement si X C Y. On définit par

dy(X,Y) = max{9(X,Y), (Y, X)}

la distance de Hausdorff entre X et Y. On dira qu’une suite X,, C Z tend vers X si
dy(X,, X) — 0. En notant V.(X) = {z € Z, d(z,X) < €}, cela signifie que, pour tout
e > 0, il existe ng tel que si n > ng alors X,, C Vo(X) et X C V(X,).

PROPOSITION 3.31. — Soit X un espace métrique propre. L’ensemble des compacts non

vides de X muni de la distance de Hausdorff est un espace métrique complet.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que dj est une distance sur les compacts non vides

de Z. Soient A, B et C' des compacts de Z. On suppose que 9(A4,C) = d(a,C). Soient
beBetce(C;ona

J(A,C)<l|a—0bl+|b—c| <d(a,B)+d(b,C)
si b et ¢ sont bien choisis. Du coup

et on obtient 'inégalité triangulaire en permutant les roles de A et C.
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Soit (K,)n>0 une suite de Cauchy de compacts (non vides). Il existe ng tel que, pour
tout n > nyg, on ait dy(K,, K,,) < 1, donc UK, est relativement compact puisque X est
SUpposé propre.

On note
Ln = Umanm

La suite (L,,) est une suite décroissante de compacts non vides, donc 'intersection L est
compacte non vide.

Soit € > 0 il existe n. tel que, si n > n., alors dy (K, K,_.) < e donc dy (L, , K, ) <¢
et dg(Ly., L) <e. On en déduit que (K,) tend vers L. ]

Application. Systeme itéré de fonctions. Soit Ay,..., A, des applications affines
contractantes. Il existe un unique compact K tel que K = UA;(K).

Une e-approximation Y d’un espace X est un sous-ensemble Y C X tel que dy (Y, X) <
. On dira qu'un ensemble Y est e-séparé si, pour tout y € Y, d(y, Y \{y}) > €. Rappelons
qu'un e-réseau R C X est une e-approximation de X qui est e-séparé. On parlera de (e, &’)-
réseau pour une e-approximation e’-séparée. L’existence de réseaux peut étre déduit du

Lemme de Zorn.

PROPOSITION 3.32 (Critere de convergence). — Soient Z un espace métrique et (X,,), X C
Z des ensembles fermés.

(a) Si X,, — X, alors pour tous €’ > ¢ > 0, pour tout e-réseau R de X, il existe une
suite R, de (¢',e/3)-réseaux de X, tels que dy(R, R,) — 0.

(b) Si, pour tout e > 0, il existe un e-réseau R de X et une suite de e-réseauzr R, C X,
telle que dg(R,, R) — 0, alors dy(X,,X) — 0.

DEMONSTRATION.

(a) Soient € > 0 et R un e-réseau de X. Soit 0 < 1 < ¢/3. 1l existe n, tel que, pour
n > n,, on ait dy(X,, X) < n. De plus, pour tout z; € R, il existe 2} € X,, tel
que |x; — x| < n.

On note R, = {zI'}. Montrons que si 7 < min{e, (¢’ — ¢)}/3, alors R,, est un
(¢/,e/3)-réseau de X,,.

Soit z™ € X,,. 1l existe x € X tel que |x — z™| < n. De plus, il existe z; € R tel
que |z — x;] < ¢, donc 2" — 2P| < e+ 2n < (2/3)e' 4+ (1/3)e < €'. Donc R, est
une ¢’-approximation de X,,. De plus,

|27 — | = i — | = (|2 — @il + [af —a5]) = e =29 > ¢/3.

Donc R, est aussi (¢/3)-séparé.
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Par conséquent, pour tout n assez grand, il existe ny et un (¢’,e/3)-réseau R,,,
de X, tel que dy(X,,,X) <1/k. Or ||z} — 2% — |2; — 2;]| < 2/, donc

|2y — 2| < (14 2/ke)|z; — ;]
|2 — ;] < (1 +2/ke)|2f — 5]
et d(R, R,,) tend vers 0.
(b) Soit € > 0. On suppose que R,(¢) tend vers R(e), alors

dy(X, X,,) <2 +dy(R,(¢),R(e)) < 3e.

THEOREME 3.33. — Si Z est un espace métrique compact, alors l’ensemble des compacts

non vide de Z forme un ensemble séquentiellement compact pour la topologie de Hausdorff.

LEMME 3.34. — Si Z est un espace métrique compact, alors, pour tout € > 0, il existe un
nombre N(g) tel que tout compact K de Z peut étre recouvert par N(¢) boules de rayon

e centrées sur K.

DEMONSTRATION. Si e > 0 est fixé, on considére un recouvrement fini de Z par des
boules de rayon £/2. On note N(g) le nombre de ces boules. Pour chacune de ces boules
B, pour chaque x € B, on a B C B(z,¢). Donc, si K est compact, alors il est recouvert

par au plus N(g) boules. ]

Soit K un espace métrique compact. On considere la suite (Ny)g>; des entiers obtenus
par le lemme précédent en prenant ¢ = 1/2*.
On note
Ay = {(nj)1<j<k e 11 [17Nj]} et pr, : Apyr — Ay,
1<j<k

I'application (n;)i<j<k+1 — (17j)1<j<k. On définit

A= llin (Ak,pr) = {(ak) € HAk, Pe(Grs1) = ak} -

k>1
Cet espace est compact, et on peut définir une ultra-métrique d,4 comme suit.

1
da((ax), (bx)) = 9min{j, a;#b;} °

LEMME 3.35. — 1l existe une application [ : A — K surjective et 2-Lipschitz.

DEMONSTRATION. Soit B! = {le»}lngNl un recouvrement par Ny boules de rayon 1/2.
On définit I;(n) = x,, le centre de B!. On suppose que, jusqu'au rang n > 1, on a
construit des applications I : A, — K telles que

(a) I(Ag) est une (1/2%)-approximation de K ;

(b) Pour chaque k, I1(a) € B(Iypr(a),1/2%), pour tout a € Aj,;.
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Pour chaque a € A,,, B, = B(I,(a),1/2") est recouvert par N, boules
B, = {B(x5,1/2""" ) hi<jcn, -

On définit 1,41 (a, j) = «§. Par définition, I,41({a}x[1, Npyi]) est une 1/2"+ -approximation
de B,. Puisque ces boules recouvrent K, on obtient (a) pour K = n + 1. De méme, (b)
est vérifié par construction puisque p,(a,j) = a.

D’apres (b), si a = (ax) € A, alors (Ix(ax))x est une suite de Cauchy. On définit alors
I(a) = lim I (ay) .

On note que I(a) € B(Ix(ax),1/2%) pour chaque k.

D’apres (a) et (b), pour tout = € K, on peut trouver une suite de boules dans chaque
recouvrement qui contiennent z. Autrement dit, I est surjective.

Soient a = (a,) et b = (b,) des points de A. On suppose que da(a,b) = 1/2*. Du coup,
ay = by, et I(a),I1(b) € B(I(ax),1/2%), donc |I(a) — I(b)| < 1/2871 < 2d4(a,b). ]

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.33. Soit (X,,) une suite de compacts de Z. Le lemme
précédent nous construit un espace métrique A et une suite d’applications I" : A — Z
2-lipschitziennes telles que I"(A) = X,,. Cette suite est donc équicontinue et le théoreme

d’Ascoli nous extrait une sous-suite convergente vers une application 2-lipschitzienne I :
A— K. Onnote X = I(A). On a
dH(Xna X) < sup ’In(a) - I((Z)|
acA

d’ou le théoréme. [ ]

3.2.2. Distance de Hausdorff-Gromov. On étend la topologie de Hausdorff aux espaces
métriques de la manieére suivante [8]. Si X et Y sont deux espaces métriques, on note

ou l'infimum est pris sur tous les plongements isométriques f : X — Zet g:Y — Z

dans un espace métrique Z que 'on fait aussi varier. On peut bien sir se restreindre a

Z = [(X)ug(Y).

LEMME 3.36. — Deux espaces métriques compacts sont a distance nulle pour la métrique
de Hausdorff-Gromov si et seulement si ils sont isométriques. La métrique de Hausdorft-

Gromov définit une distance sur les espaces compacts a isométrie pres.

DEMONSTRATION. Si X et Y sont deux espaces isométriques alors ils sont a distance
nulle pour la métrique de Hausdorff-Gromov par définition. Réciproquement, s’ils sont a
distance nulles, alors il existe des espaces métriques (Z,,) et des plongements isométriques
fo: X —Z,et g, Y — Z, tels que dy(fo(X),g.(Y)) < 1/n.
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Du coup, si * € X, il existe pour chaque n un point y, = y,(x) € Y tel que
| fn(®)—gn(yn)| < 1/n. L’espace Y étant supposé compact, on peut extraire une sous-suite
convergente dans Y de {y,}.

Soit D un ensemble dénombrable dense de X. Par un procédé diagonal, on peut extraire
une sous-suite telle que, pour chaque x € D, la suite {y,(x)} converge dans Y vers un
point ¢(z).

On remarque que si x, 2’ € D, alors
yn(2) = yu ()| = |z — 2'| £ (|2 — yu(@)| + 2" — yu(2)]) = |z — 2| £ 2/n.

Du coup, on a

o(z) — o(2")] = |z — 2]
et cette application admet un prolongement unique en un plongement isométrique ¢ :
X =Y.

Il reste a montrer que ¢ est une surjection. Pour cela, on considere y € Y. Pour chaque
n, il existe T, € X tel que |fn(Zn) — gn(y)] < 1/n. Sans perte de généralité, on peut
supposer que la suite (Z,) est convergente vers un point z € X. Soit € > 0; il existe
xz € D tel que |x —Z| < e. Sin est assez grand, alors |2 — Z,| <e. On a

yn(2) =yl < |gn(yn(®)) = ful@)] + | fu(®) = fu(@)] + | fu(@) = fu(@n)| + [ fu(Zn) — gn(v)]

<(/n)+ |z -2+ |7 —Zu| +1/n
<(2/n) + 2¢.

On en déduit que ¢ est surjective, donc une isométrie entre X et Y.

Il reste I'inegalité triangulaire a montrer. Soient X, Y, Z trois espaces métriques comapcts.
On note d; la métrique sur X UY et dy sur Y U Z les métriques qui réalisent la distance
de Hausdorff-Gromov a € pres et qui coincindent avec les métriques intrinseques de X, Y
et Z. On définit, pour x € X et z € Z,

d3($’ Z) = ;g;{dl(l‘,y) + dQ(y> Z)} :

Il faut vérifier la validité de I'inégalité triangulaire pour ds, qui est laissée au lecteur; la

conclusion suit. [

DEFINITION 3.37 (Famille uniformément compacte). — On dit qu’une famille de compacts
est uniformément compacte si, pour tout € > 0, il existe N(g) tel que chaque compact de

la famille puisse étre recouvert par N(g) boules de rayon €.

Les compacts non vides d'un espace métrique compact forment une famille uniformément

compacte.

M. Gromov montre
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THEOREME 3.38. — Une famille d’espace uniformément compacte est relativement com-
pacte pour la topologie de Hausdorff-Gromov.

La démonstration originale (§6 dans [7]) montre que l'on peut se ramener au cas
précédent :

LEMME 3.39. — Si (X,,) est une suite d’espaces métriques uniformément compacts, alors

il existe un espace métrique compact Z et des plongements isométriques h,, : X,, — Z.

DEMONSTRATION. Puisque les X,, sont uniformément compacts, le Lemme 3.35 nous
construit un espace métrique A et une suite d’applications I" : A — X,, 2-lipschitziennes
et surjective.

Soit. Z I'ensemble des applications 2-lipschitziennes de A a valeurs réelles modulo les
constantes. Cet espace est compact par le théoreme d’Ascoli.

Les applications

hp:x € X,— (a€ A |z—1"a)|)

sont des plongements isométriques de X, dans Z. En effet, pour tout a € A, on a
|(hn(z) — ha(y))(a)| < |z — y| par I'inégalité triangulaire; de plus, pour chaque = € X,,,
il existe a € A tel que I"(a) = x. Du coup,

| () = hn(y)) ()| = [y = I"(a)| = |2 =y,

ce qui montre que h,, est bien une isométrie. [ |

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.38. On applique le Lemme 3.39 & (X,,),, qui nous
construit un espace métrique compact Z, puis le Théoreme 3.33 : la limite que ’on obtient

dans Z est en particulier une limite au sens de Hausdorff-Gromov. [ |

Convergence des fonctions. On étudie maintenant les limites de fonctions lorsque
les espaces sont convergents. Si (X,,) tend vers X, on peut trouver des distances d,, sur
X, U X telles que, pour tout € > 0, si n est assez grand alors dy(X,,X) < € pour la
métrique d,, dans X,,UX. Cette interprétation permet de parler de convergence de suites:
une (z,) € [[ X, converge vers ' € X si d,(z],2') — 0.

DEFINITION 3.40 (module de continuité). — Si f : X — Y est continue, un module de

continuité est une fonction w : Ry — Ry telle que w(t) — 0 avec t et, pour tous x,y € X,
[f(@) = fW)l S w(lz—yl).

Une fonction f admet un module de continuité si et seulement si f est uniformément

continue. L’implication est claire, pour la réciproque, on pose

wi(r) = sup{|f(z) = f(W)l, |z —y| <7}
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Soit € > 0; il existe > 0 telle que, pour z,y € X avec |[r—y| < o, on ait |f(x)—f(y)| < e.
Par suite, ws(a) <e. On en déduit que wy est bien un module de continuité.
On remarque aussi que si une famille de fonctions est uniformément équicontinue, il

existe un module de continuité qui ne dépend pas de la fonction de la famille.

DEFINITION. — Soient (X,,) et (Y;,) deux suites d’espaces métriques propres qui con-
vergent vers des espaces X et y. Soit (f, : X, — Y,,) une suite d’applications continues.
On dit que (f,) converge vers f : X — Y si, pour tout € > 0, tout R > 0, pour tout
z € Bx(z,R), il existe a > 0, tel que, pour tout n assez grand, si z, € X, vérifie

dn(2n, 2) < a alors d,,(fu(zn), f(2)) < e.

On obtient ainsi

THEOREME 3.41. — Soient (X,,) et (Y,) deuz suites d’espaces métriques uniformément
compacts qui convergent vers des espaces compacts X etY . Soit (f, : X, — Y,,) une suite

d’applications continues qui admet un module de continuité uniforme.
Il existe une sous-suite (fy,) qui converge vers une application continue f: X — Y.
En particulier, si la suite (f,) est isométrique, L-Lipschitz, n-quasisymétrique, ou n-
quasimobius, il en est de méme de la limite.

DEMONSTRATION. Soit w le module de continuité uniforme de (f,,). On note A le compact
obtenu par le Lemme 3.35 pour X,,, et on considere les espaces Zx et Zy obtenus par
le Lemme 3.39 pour X, et Y, respectivement. On identifie dans la suite X, avec son

plongement dans Zx de sorte que I" tend vers I uniformément.

On obtient ainsi une suite d’applications ¢, = h, o f, o I" : A — Zy uniformément
équicontinue. Le théoreme d’Ascoli nous permet d’extraire une sous-suite convergente
vers une application g : A — Zy. Soient z,w € X. 1l existe a,b € A tel que I(a) = z et
I(b) = w. Du coup,

9(a) = g(b)] = [fu(I"(a)) = fu(I"(D))] £ (|gn(a) — g(a)] + |gn(D) — g(D)])
donc
g(a) — g(b)] = lim | f,,(In(a)) — fu(La(D))]

Du coup, g(a) = ¢g(b) si I(a) = I(b). Autrement dit, il existe f : X — Zy telle que
g = fol. Cette application f a le méme module de continuité:

£ (2) = fw)] = Tim [£,(I"(a)) = fu(I"(b))] < Timw([["(a) — I"(D)]) = w(|z — w]) .
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3.2.3. Espaces métriques pointés. Si (X, z) et (Y,y) sont des espaces métriques pointés,
on définit

duc((X, ), (Y,y)) = inf du(f(X),9(Y)) + | f(2) — 9()],

ou les applications f: X — Z et g : Y — Z sont des plongements isométriques dans un
espace métrique Z. Enfin, on dira qu’une suite (X, z,) tend vers (X, x) si, pour tout
R >0, dyg(B(xy, Ry),xs), (B(x, R),z) — 0.

M. Gromov montre

THEOREME 3.42. — Soit (X,,,2,) une suite d’espaces métriques propres telles que les

familles { B(x,, )}, sont uniformément compactes pour chaque r > 0. Il existe une sous-
suite (ng) et un espace (X, x) tels que (X, ,xn,) tend vers (X, x).

L’espace limite X est donc propre.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.42. Par procédé diagonal, le Théoréme 3.38 permet
d’extraire une sous-suite telle que, pour tout k, (m C X,)n tend vers un espace
métrique Z.

On remarque que le Théoreme 3.41 nous fournit des plongements isométriques Lf C L —
Z; pour ¢ < j. On a donc affaire a un systeme inductif d’espaces métriques.

On note X la limite inductive de ces espaces. Par définition, X est un espace métrique

fourni avec des plongements isométriques ¢ : Z — X tels que

(1) X = Ukzlbk(Zk)Q

(2) sii <j,alors i; =¢j01].

Convergence de fonctions. On étend le Théoreme 3.41 aux limites d’espaces pointés.

THEOREME 3.43. — Soient (X, x,) et (Y, y,) deuz suites d’espaces métriques propres
qui convergent vers des espaces propres (X, z) et (Y,y). On suppose que les boules de
méme rayon sont uniformément compactes. Soit (f, : X,, — Y,) une suite d’applications
continues. Si
(1) | fu(xn) — yn| reste bornée,
(1) il existe un module de continuité uniforme de (f,) sur chaque boule B(z,, R) et chaque
R,

alors il existe une sous-suite (fp,) qui converge vers une application continue f : X —

Y.
En particulier, si la suite (f,) est isométrique, L-Lipschitz, n-quasisymétrique, ou n-
quasimobius, il en est de méme de la limite.
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DEMONSTRATION. Pour tout R > 0, on note wg le module de continuité uniforme de
(fn). On a f,(B(zp, R)) C B(yn, R'), pour R' = wr(R) + sup | fn(z,) — yn|. On note Ag
le compact obtenu par le Lemme 3.35 pour les boules de rayon R de X,,, et on considere
'espace Z}, obtenu par le Lemme 3.39 pour les boules B(y,, R') dans Y,,. Comme pour
le Théoreme 3.41, le théoreme d’Ascoli nous permet d’extraire une sous-suite convergente
vers une application g : Ax — Z%, avec I" tendant aussi vers une application I : Ap — X.
De plus,
19(a) = 9(6)] = lim | fu(Lu(@)) — fu(Tn(0)]

donc g(a) = g(b) si I(a) = I(b). Autrement dit, il existe f : Bx(z,R) — Z} telle que
g = fol. Cette application f a le méme module de continuité wg.

Par un procédé diagonal, on construit ainsi une sous-suite convergente sur tout X. H

Espaces tangents. On dit que (X, d) est un espace doublant §’il existe une constante
(1 telle que tout ensemble de diametre d peut étre recouvert par au plus C; ensembles de
diametre au plus d/2. De maniere équivalente, il existe une fonction C; : [0,1/2] — R,
telle que tout ensemble de diametre d peut étre recouvert par au plus C(g) ensembles de
diametre au plus ed. Une telle fonction s’appelle une fonction de recouvrement. On peut
toujours choisir C(g) = Ce™".

Si X est un espace doublant, alors toutes les boules renormalisées sont uniformément
compactes. Autrement dit, pour n’'importe quelle suite (r,) d’échelles, n’importe quelle
suite de points (x,) de X, la famille {(X,z,,r,d)} est relativement compacte pour la
topologie de Hausdorff-Gromov. On parle d’espaces tangents faibles pour ces limites, et
d’espaces tangents quand (x,,) est contante et (r,) tend vers occ.

3.3. Propriétés analytiques
On commence par un résultat d’unicité:

THEOREME 3.44. — Soient X et X' deux espaces métriques compacts parfaits. On sup-
pose qu’il existe un groupe I' qui agit sur X et sur X' comme un groupe de convergence

uniforme quasimobius. Alors X et X' sont quasisymétriques.

DEMONSTRATION. Le Théoréme 3.12 nous fournit un homéomorphisme ¢ : X — Y
I'-équivariant. Il semble difficile de contourner cette théorie pour construire directement
@. L’idée serait de considérer § € ©(X) et ¢ € O(Y), de définir ¢ : .0 — I'.6 en posant
¢(y.0) = .0, et de montrer que ¢ se prolonge en un homéomorphisme .

Si ¢ n’est pas quasisymétrique, alors il existe t > 0, x,,, yn, 2, € X tels que |z, — y,| <
tz, — zn| et |z, — oyn| > nlpz, — vz,|. Puisque

diam X' > n|eox, — pz,|

on a |z, — z,] — 0. Du coup, il existe un écroulement (v,) de base (a,b) tel que
(Vs YnYn, YnZn) SOit m-séparé. Par continuité uniforme de ¢ et =1, les triplets-images
par ¢ sont m’ séparés pour une constante m’ > 0.
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Soit w € X\{a}; ona|w—y,| < 2|w—z,| pour n assez grand et d(pw, {Yx, PYn, p2n}) >
m” > 0. Par suite,

"

nm |0Tn — QY| |20 — Q| (Isovnwn — OVYnl |0 Vn2n — wan)
(diam X')? = |z, — pzn| [pyn — pw| |9VnTrn — ©Vnznl | TnYn — @InW]

Sn( (diam X')2 )

M| OVnYn — VW]

donc 7,y, tend vers b. En particulier, |y,2, — y,w| > m/2 pour n assez grand. Or

2 — — _ —
m/2_ < [ = Wl [y — mwl (!xn Ynl |2n w\) < (2t)
[VnYn — Ynw|diam X [VnTn — YnZnl [VnYn — o] |Zn — 20| [yn — w]
ce qui est impossible. [ |
PROPOSITION 3.45. — 51 G est un groupe de convergence uniforme quasimobius qui opere

sur un compact parfait non vide X, alors X est uniformément parfait.

La démonstration suivra de plusieurs lemmes. Nous allons utiliser la capacité de
Bowditch pour montrer la proposition. Pour cela, il faudra d’abord comparer cette ca-
pacité avec des données plus géométriques.

Nous allons définir un systeme d’anneaux A adapté a cette situation métrique. Il
existe m > 0 telle que, pour § € O(X), il existe g € G tel que g(0) est m-séparé. On
note ©g lensemble des triplets m-séparés. On choisit un recouvrement fini {U;(67) =
B(x],m/3) x Bz}, m/3) x B(x},m/3)}j—1..¢, ot 7 = (x]) € Oy, et on définit Ay et A
comme avant.

Si E, F' sont deux compacts disjoints de X, on définit leur distance relative par

dist(E, F)

A(EF) = :
(E, F) min{diam F, diam F'}

LEMME 3.46. — Il existe un homéomorphisme croissant 7 : Ry — R, tel que, pour tous
compacts F, F' disjoints, tout g € G,

Ag(E), g(F)) <n(A(E, F)).

DEMONSTRATION. Soient x,y € E X F tels que |gr — gy| = dist(gE, gF). On considere
z € Fetw € F tels que |[x — z| > diam E/2, et |y — w| > diam F'/2. On a

dist(gFE, gF) N N
< < < H2A(E. F)).
min {diam g, diam gF} = (97, 9y, 9z, gw) < N((x,y, z,w)) < N2A(E, F))
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LEMME 3.47. — 1l existe une suite croissante (J) telle que, si E, F' sont des compacts
disjoints, alors
si Cap(E,F) > 1/k.

DEMONSTRATION. On proceéde par 'absurde. On suppose qu’il existe k& et une suite
(E,, F,) de compacts disjoints tels que Cap(E,, F,,) > 1/k mais A(E,, F,,) tend vers
Iinfini. On suppose que diam F,, < diam F},, et on choisit z,, € E, y,, 2, € F tels que
|z, — yn| = dist(E,, Fy,) et |y, — z,| > diam F,, /2.

On a dist(E,, F,,) = diam E,A(FE,, F,,), donc si la distance ne tend pas vers 0, alors
diam FE,, tend vers 0, et on contredit la borne sur la capacité. De plus, diam F,, — 0, car

dist(E,, F,) < diam X .
On se donne g, € G tel que g,(xy, Yn, 2,) € Op.

L’ensemble {g,}, est infini puisque |z,, — y,,| tend vers 0.

Il existe une constante ¢ > 0 telle que

d(gn(2), gn(FL)) > c.

Pour chaque n, on prend w, € F, tel que d(g,(z,), gn(wn)) = d(gn(xn), gn(Fr)). Si
gn(wy) ala méme limite que (g, (2,)) pour tout n, alors on peut prendre ¢ = m/2. Sinon,
on peut supposer |g,(w,) — gn(2n)| > ¢ >0, et on a

(90 (wn) = gn(zn)| |90 (yn) = gnlan)| _ (\wn — Zn| [Yn — wnl) |
|gn(wn) = gn(Tn)] |gn(2n) = gu(Yn)| = 7 \wn — Zn| [20 — ya]
Or |wy, — p| > |yn — x| €t Jw, — 2z, < diam F,, < 2|z, — y,| donc

/

C
dist(gn(2n), gn(Fn)) = ’
i8t(gn(n), gn(Fn)) diam X - 7(2)

ce qui établit I'existence de c.

Or, on a A(gn(E,), 9,.(F,)) qui tend vers l'infini, donc diam g,(E,) — 0, ce qui montre
que dist(g,(En), gn(Fp)) > ¢/2 pour n assez grand.

Quitte a extraire une sous-suite, on a g,(F,) qui tend vers un compact K, g,(E,) qui
tend vers un point x ¢ K. Or, Cap({z}, K) est nulle, donc Cap(g,(E,), g.(F,)) est
certainement plus petit que 1/k pour n assez grand: contradiction. [ |
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.45. Soient 2 € X et r < m/3.

Si B(z,r) n’est pas compact, alors il existe une suite (z,,) de B(x,r) qui tend hors de
la boule, donc |x — z,,| > r/2 pour n assez grand.
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On note £ = B(x,r) e¢ F = X \ B(z,r) qui sont compacts, et diam F' > m. Or
FEUF = X, donc Cap(E, F) = oco. Du coup, A(F, F) < §y. Soient y € F, z € F tels que
ly — z| = dist(E, F'), et soit v € E, tel que |z — /| > diam E/2. On a

v — 2| — ly — 2| < |y — 2| < dodiam E < 20|z — 3/,

donc
r < |y — x|+ 20|z — /|
On conclut que
[z —ylV iz —y| Zr(1/2A1/40).
Donc il existe A €]0, 1] telle que si B(z,r) est compacte, B(z,r) \ B(z, Ar) # 0.

Pour conclure, si 7 > m/3, on trouve une constante A; > 0 telle que B(x,r)\B(x, \;1) #

() par compacité. [

PROPOSITION 3.48. — Si " est un groupe de convergence uniforme quasimobius qui agit
sur un espace métrique compact parfait X, alors X est uniformément parfait et doublant.

DEMONSTRATION. Le Théoreme 3.12 implique que G est hyperbolique. Du coup, la
Proposition 3.45 affirme que 0G est uniformément parfait. Par le Théoreme 3.44, X et

0G sont quasisymétriques, donc X est uniformément parfait.

Montrons que X est doublant. Tout d’abord, pour tout » < diam X, tout £ > 0, il
existe un nombre naturel N(r,e) tel que si K C X est de diametre au moins r, alors K
peut étre recouvert par au plus N(r,e) boules de rayon ediam K.

On se donne maintenant K un compact de petite taille (diam K < m). Soient z,y € K
tels que | — y| = diam K. Comme X est uniformément parfait, il existe z € B(z, |z —
yl/2) \ {x} tel que |z — z| < diam K.

Soit maintenant v € I' tel que {vx,~yy, vz} soit un ensemble m-séparé. Du coup, 7K
est de diametre au moins m.

On se fixe € > 0 que 'on déterminera ci-dessous. On recouvre 7K par N(m,e) boules de
rayon ediam yK. Soit B une de ces boules, on considere a,b € B tels que |7 (a)—~v1b] >
diam~~!(B). D’apres le Théoreme 2.32 appliqué a v~ ' : v(K) U {yz} — K U{z}, on

P damy B _ )~ 17 0) ab
lam-y la) — v a —
2 W Ol (= < o).
diam K diam K diam v(K)
Par suite, si € est assez petit, alors diam~~!B < diam K/2, donc K peut étre recouvert

par N(m,¢e) ensembles de diametre au plus diam K /2. Donc X est doublant. ]

Remarque. Il serait intéressant de trouver une démonstration de I'uniforme perfection

de X sans utiliser le Théoréme 3.12.

On déduit de cette proposition 'existence d’espaces tangents. Plus précisément, on a
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COROLLAIRE 3.49. — Supposons que I" est un groupe de convergence uniforme quasimobius
sur un espace métrique parfait X. Soit (r,) une suite qui tend vers 0, et soit (x,) une
suite de points de X. Pour tout espace tangent (Z,z) associé a cette suite, il existe b € X

et un homéomorphisme quasimobius ¢ : Z — X \ {b}.

DEMONSTRATION. On suppose que (X/r,, x,) tend vers un espace métrique (7, z). Pour
tout n, on considere (y,, z,) tels que |z, — ynl, |Yn — 2nl, |20 — Tn| < 7. Ceci est possible
car X est uniformément parfait.

Soit maintenant 7, € I tel que {7,Zn, Yn¥n, Yn2n} SOit m-séparé.

Quitte & extraire une sous-suite, (7,) est un écroulement de {a, b}, et, quitte a renuméroter,
on peut supposer que dist(b, {VnZn, Yn¥n}) > (1/C) > 0 car les points (z,, Yn, 2,) étant
r, proches, la limite Z ne change pas vraiment en changeant un point base par un autre.
Par suite, {zp, yn, 2, } tend vers a.

Soit w € X \ {b}, et soit w' € X \ {a}. On peut supposer que |y,z, —w| > m/2.
Comme 7, ! est n-quasimobius, il vient
1

Ve W — T ) W’ — < (|w — Ynlnl ) [y’ — %lynl)
e tw = w!| e =yl T w =’ | YnTn = ynl )
Mais puisque y,w’ tend vers b et v, w tend vers a, on obtient
|y tw — 2, (diam X)?
ajey Bl < (00)
Donc, pour tout compact K C X\{b}, (v,'|x) est une famille uniformément équicontinue.
On peut donc extraire une limite qui sera n-quasimobius. [ |

DEFINITION 3.50 (quasiconvexité). — Un espace métrique X est quasiconveze s’il existe
C > 0 telle que, pour tout x,y € X, il existe une courbe v qui relie x a y telle que

diamy < Clz —y|.

ProposITION 3.51 (M.Bonk & B.Kleiner). — Sous les mémes hypothéses, si on sup-
pose que X est connexe et sans point de coupure globale, alors X est quasiconvexe, donc
localement conneze.

DEMONSTRATION. Comme X est connexe, pour toute paire de points {z,y}, il existe
une chaine {z;}o<j<n telle que 2o = =, xy =y et |z; — x;41| < | — y|/2. Montrons que
N peut étre choisi indépendant de (z,y).

On procede par I'absurde. On consideére une suite (z,,y,) telle que la longueur de
toute chaine est au moins n. Si limsup |z, — y,| > 0, on obtient une contradiction avec
le fait que X est connexe. Donc |z, — y,| — 0. On considere la suite (X, d/|x, — ynl|, Tn).
D’apres le Corollaire 3.49, cette suite converge vers un espace connexe Z car X est sans
point de coupure globale. Or la limite de (z,) et la limite de (y,) dans Z ne peuvent
appartenir a la méme composante de Z: contradiction.
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Soient encore x # y € X . On construit par récurrence une suite croissante de chaines
n P n —_ n n n n
{2% Yocj<n, telle que zg =z, 2, =y, |2} — 2}, < |r —y[/2" et avec N, < N™

Pour tout n, on a

n
diam {2} }o<jen, < o —yl(N/2) Y 1/28 < Njw —y].
k=0
Par suite {2} };,, est compact connexe et son diametre est au plus N |z —y|. Ceci montre
que 0X est quasiconvexe et on obtient aussi un module de connexité locale, donc 90X est

localement connexe. [

On a vu que X admettait un module de connexité locale linéaire. En fait, on peut

méme montrer que X est linéairement localement connexe.

DEFINITION 3.52 (connexité locale linéaire). — Un espace métrique X est linéairement

localement connexe s’il existe C > 0 telle que, pour tout x € X, tout r > 0, on ait:

(1) tout couple de points dans B(x, 1) appartient a un continuum contenu dans B(x,Cr);
(2) tout couple de points dans X \ B(x,r) appartient & un continuum contenu dans

X\ B(z, (1/C)r).

PROPOSITION 3.53. — Si G est un groupe de convergence uniforme uniformément quasimobius

sur X, sans point de coupure, alors X est linéairement localement connexe.

DEMONSTRATION. La Proposition 3.51 affirme que X est K-quasiconvexe.

On note que, pour tout x € X, X \ {z} est connexe par arcs. En effet, notons 2
I’ensemble des paires {a, b} qui peuvent étre jointes par un arc dans X'\ {z}. Puisque X est
compact, connexe et localement connexe, il s’agit d’un ouvert non vide de X\ {z} x X\ {z}.
On en déduit aussi que son complémentaire est ouvert.

Soit R > 0 fixé. Soient z,y, z tels que R < |z — z| < |z —y| et [z —y| < (1/2K)|z —y|.
Alors il existe un arc v dans B(y, K|y — z|) qui relie y et z. Pour tout point w € 7, on a

jw —z| > [z —y| = |w—y|l > (1/2)[x —y|

donc v N B(z, R/2) = (. Plus généralement, il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour
tout © € X, tous y,z ¢ B(x, R) peuvent étre joint par un arc hors de B(x,cR). Si ce
n’est pas le cas, on trouve des suites (z,,), (yn) et (2,,) telles que R < |z, — 25| < |20 — Yn
et |z, — yn| > (1/2K)|z,, — yn| et telles que tout arc qui relie y,, a z, visite B(z,, R/n);
on peut aussi supposer que ces suites ont des limites x, y et z qui doivent étre distinctes.
Puisque X \ {z} est connexe par arcs, il existe un arc qui relie y et z loin de . On peut
alors construire des petits arcs qui relie y a 4, et z a z,. On en déduit une contradiction.

Puisque G est un groupe de convergence uniforme, il existe m > 0 telle que tout triplet

de points peuvent étre m-séparés par (G. Notons ¢ la constante obtenue ci-dessus avec
R=m.
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Supposons y, z ¢ B(z, R). 1l existe g € G telle que g(z,y, z) est m-séparé. Soit 7 un

arc qui relie g(y) a g(z) hors de B(g(x),cm). Notons v = g~!(¥). Soit w un point de 7.

On suppose que |w —y| > |y — z|/2. Puisque g~ ! est n-quasimobius, on a

donc

|z = 2lly —wl _ (\gx—gZHgy—gw\)< (diamX2)
|l —wlly — 2| = " \|gz — gwl||lgy — g2|) ~ cm?

|’UJ—$’> |x—z||y—w|
ly — 2|

Y

2 R.

~Y
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4. JAUGE D’UN GROUPE HYPERBOLIQUE

On a défini un groupe hyperbolique comme un groupe G opérant géométriquement sur
un espace géodésique propre et hyperbolique X. Le Lemme de Svarc-Milnor affirme que
ce groupe est de type fini, et quasi-isométrique a X. Du coup, cette action est bien définie
a quasi-isométrie pres entre espaces gédésiques propres. On s’intéresse ici a comprendre
comment cette classe est définie sur le bord.

THEOREME 4.1.— Si ¢ : X — X est une (A, c)-quasi-isométrie alors ¢ induit un

homéomorphisme quasimobius.

DEMONSTRATION. Comme ¢ est une quasi-isométrie et que le birapport mesure essen-
tiellement la distance entre les segments géodésiques, le birapport est quasi-invariant. En
passant a ’exponentielle et en utilisant que

d-(a,b) < (1/e) exp —e(a|b), min{1,e|z — y|},

on obtient

d-(p(a), p(b)) - d-((0), p(d)) _ max{(de(% b) - d.(c, d))x’ (de(a,b) (e, d))l/k}'
d-(¢(a),p(c)) - d-(¢(b), p(d)) ~ d.(a,c) - d.(b,d) d.(a,¢) - d.(b,d)

Dans ce paragraphe, on se propose de montrer la réciproque suivante suivante, attribuée
a M. Bonk, J. Heinonen et P. Koskela [1] (mais je ne sais pas trop ou), voir aussi [2].

THEOREME 4.2. — Soient X, X' deux espaces §-hyperboliques propres, géodésiques et
quasi-étoilés. On suppose que 0X, 0X' munis de métriques visuelles sont doublants et
uniformément parfaits. Si ¢ : 0X — 0X' est un homéomorphisme quasisymétrique, alors
X et X! sont quasi-isométriques.

Si X et X’ admettent des actions propres, discontinues et cocompactes de groupes par
isométries, alors I'ensemble de ces hypotheses est satisfait. En particulier, ces groupes sont
aussi quasi-isométriques. Ce résultat est dii a F. Paulin qui propose deux démonstrations

[4] qui utilisent les actions de groupes explicitement.

On énonce d’abord qu'un homéomorphisme quasisymétrique admet un controle expo-
nentiel.

THEOREME 4.3. — Soit f: X — Y un homémorphisme, et supposons X uniformément
parfait; si f est quasisymétrique, alors f est a-quasisymétrique, autrement dit, on peut
choisir n de la forme

n(t) = C - max{t®, ¢/} .



ANALYSE SUR LE BORD DES GROUPES, NOTES DE COURS, 10 MARS 2008-02

DEMONSTRATION. Voir [3, Théoréme 11.3].

On commence la démonstration proprement dite en étudiant les propriétés de ¢, puis
celles de X, X’ et enfin on construit une extension ® : X — X’ et on montre que cette
extension est une quasi-isométrie. L’idée est de définir ® de maniere a ce que la distorsion
soit respectée au voisinage du bord.

Propriétés de ¢. D’apres le Théoreme 4.3, ¢ est a-quasisymétrique, et donc n-quasimobius
avec n(t) = Cmax{t®,t/*} d’apres le Théoréme 2.31 (ii). De plus, X étant compact,
on en déduit que ¢ est Holder.

Propriétés de X, X’'. On travaille sur X, X’ héritant des mémes propriétés avec des
constantes éventuellement différentes. Il existe Ry tel que, pour tout x € X, U, (x, Ry) # ()
car X est quasi-étoilé. Soient R > Ry et a € U, (z, R). Si R est assez grand, alors le
Lemme 2.25 et le Lemme 2.26 montrent que

B(a,Cie="=*ly ¢ U, (z, R) C B(a, Checlv=2l).

Comme 0X est uniformément parfait, il existe aussi b € U,(z, R) tel que d.(a,b) <

6—5\x—w| - 6—5(a|b)w )

/

Construction de ®. On se fixe deux points bases w € X et w’ € X’. On pose ¢(w) = w'.
Dans la suite, on notera, pour x € X, 2’ = ®(x).

Soit € X. Si |Jw — x| < 2R, alors on pose ®(x) = w’. Sinon, on considere a,b
construits a 'aide de U,,(z, R). Comme ¢ est quasisymétrique, il existe C7, Ch > 0 telles
que

B(d, Cle =@y ¢ 0B, (x, R) C B(d, Che s@¥)uw
On considere 2’ € [w', d[ tel que |2' —w'| = (&'|b) et on note ®(z) = 2.
Propriétés de ®. L’application ¢ est Holder, donc, si |z — w| > 2R, alors
|2 —w'| = (d|b) ~logl/d.(a',b') < C+ alogl/d.(a,b) ~ oz —w|.
De méme, 2" —w'| > C" 4+ (1/a)log 1/d.(a,b) ~ (1/a)|x — w.

Soient x,y € X, et considérons {a, b} associé a z et {c, d} associé a y. Par approximation

par les arbres, on obtient

|z —y| ~ (a|b)y — (a|c)w + (c|d)w — (bld)w =[a:c:b:d].

Comme ¢ est quasimobius, on a

|2 — |~ a0 d]<(1/a)fa:c:b:d]+C ~ (1/a)lx —y|
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/

et de méme, |2’ —y'| > ala :c:b:d —C ~ alr —y|, donc & est un plongement
quasi-isométrique.
On construit de méme ¥ : X’ — X & partir de ¢~*. On a |® o ¥(z) — z| < C par

construction. Donc @ est une quasi-isométrie.

REMARQUE 4.4. — M. Bourdon propose une autre construction de ®. L’idée est de
regarder I'ensemble des géodésiques de X qui passent pres de x € X. En prenant 'image
des extrémités de ces courbes, on reconstruit un faisceau de géodésiques dans X’. Ensuite,
il suffit de montrer que ces géodésiques passent toutes pres d’un point 2’ € X'.

La jauge conforme d’un espace métrique X est I’ensemble des métriques sur X qui lui
sont quasisymétriques (par l'identité). On définit alors la jauge conforme d’un groupe
hyperbolique est la jauge du bord de ce groupe muni d’une métrique visuelle, qui est bien
définie.

Les propriétés d'un groupe hyperbolique invariantes par quasi-isométries deviennent
des propriétés de la jauge, et respectivement. Par exemple, on a:

LEMME 4.5. — Soit f : X — X’ un homéomorphisme n-quasisymétrique.

(1) Si X est linéairement localement connexe, alors X’ aussi.
(2) Si X est uniformément parfait, il en est de méme pour X'.
(3) Si X est doublant, alors X' est aussi doublant.

DEMONSTRATION. Afin d’alléger I'exposition, on écrira les points de X par des lettres
minuscules standards et leurs images en rajoutant un prime ((z’ = f(z))). Les différentes
démonstrations reposent sur le fait suivant. Soient x,w € X fixés, et soit R > 0. On note
d=|r—w|letd = |2 —w'|. Si|zr—2z| <Ralors |2/ — 2| < n(|lz — z|/d)d'. Par suite,
f(B(z,R)) C B(2/,n(R/d)d'). De méme, on a f~*(B(x',R')) C B(x,d/n *(d'/R)).
On trouve aussi que f~ (X \ B(z/,R)) € X \ B(z,dnp '(R'/d)) et f(X \ B(z,R)) C
X'\ B(',d'/n(d/R)).
(1) Soient z,y,z € X et R > 0 tels que ¢/, 2’ € B(2/, R'). Quitte a réduire R, on peut
supposer que (1/2)R' < |y —2/| < R. Onnoted = |z —y| et d' = |2/ —¢/|]. On
a donc y,z € B(x,d/n~'(d'/R')). Par suite, il existe K C B(z,Cd/n"'(d'/R"))
qui joint y & z. Du coup, K’ C B(z,n(C/n~ (d'/R"))d"). Or n(C/n~*(d'/R"))d" <
n(C/n~(1/2))R’, donc K’ C B(x',C'R') avec C' = n(C/n~1(1/2)).

De méme, soient z’,y’ ¢ B’; quitte a agrandir le rayon de B’, on suppose que
|y —'| < 2R. Nlvient z,y & B(x,dn ' (R'/d')); donc il existe K qui relie y & z avec
KNB(z,dp Y (R'/d)/C) = 0. Par suite, K'NB(z',d' /n(d/(dn~ (R'/d")/C))) = 0.
Or d'/n(C/n~Y(R'/d")) > (1/2)/n(C/n~Y(2))R', donc K' N B(z', R'/C") = 0 avec
C' = (1/2)/n(C/n(2)).

(2) Soient ' € X' et R' < diam X’. Comme X est uniformément parfait, il existe
A < 1 et une suite (w,) telle que A" ™ < |z —w,| < A™. Soit n le plus petit indice
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tel que |f(z) — f(w,)| < R'. On a
[f (@) = flwn)| < R < | f(2) = f(wnr)| < n(1/A)]f () = f(wn)]

donc

(3) Soit B un sous-ensemble de X’ de diametre fini, et soit L = diam f~!(B). Etant

donné ¢ > 0, il existe p < Cj(e) ensembles A; C f~}(B) de diametre au plus
eL telle que f~'(B) C UA;. Par suite les f(A;) recouvrent B et le Lemme 2.28
montre que diam f(A;) < diam Bn(4¢). On conclut en prenant ¢ assez petit pour
que n(4e) < 1/2.
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