3. ACTIONS DE GROUPES SUR LES ESPACES METRIQUES

On utilise [BH, Thu, Hat] comme références de base.

Soient X un ensemble et G un groupe. Une action de G sur X est donnée par un
homomorphisme de groupes p : G — S&x, ou Gx désigne le groupe des bijections de X.

L’orbite d'un point z est I'ensemble G(z) = {p(g)(z), g € G}, et son stabilisateur, ou
sous-groupe d’isotropie est G, = stab(z) = {g € G, g(x) = x}. On rappelle que si = et y
sont dans la méme orbite, alors leurs stabilisateurs sont conjugués.

Les orbites de G induisent une partition de X et la relation < étre dans la méme
orbite » est la relation d’équivalence associée sur X. On note X/G l'espace quotient,
c.a.d. 'ensemble des orbites, ou des classes d’équivalence.

On dit que l'action est fidele si p est injective, transitive si X n’est formé que d’une
orbite et libre si quel que soit x € X, g(z) = x implique g = Id.

Si X est un espace topologique, on munit le groupe des homéomorphismes Homéo(X)
de la topologie compacte-ouverte : un voisinage d’un homéomorphisme f : X — X est
donné par I’ensemble des homéomorphismes g : X — X tels que g(K) C U, ou K C X
est compact, U C X est ouvert et f(K) C U.

EXERCICE 3.1. — Montrer que si X est un espace métrique, alors la topologie compacte-

ouverte correspond a la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

3.1. Actions proprement discontinues

On suppose maintenant que G opere par homéomorphismes sur X, autrement dit,
p(G) C Homéo(X). On s’intéresse aux notions suivantes.

(1) L’action est discrete si I'orbite d’un point quelconque est un ensemble discret.
(2) L’action est errante si tout € X admet un voisinage V' tel que
{geG g(V)nV #0}
est fini.
(3) L’action est proprement discontinue si, pour tous compacts K et L de X,
{9€G, g(K)NL#0}
est fini.

(4) L’action est cocompacte s'il existe un compact K tel que X = Ugeqg(K).

EXERCICE 3.2. — Montrer que si une action est discréte alors p(G) est un sous-groupe

discret de Homéo(X). Montrer que la réciproque n’est pas vraie.

EXERCICE 3.3. — Montrer que si l’action est errante, alors le stabilisateur de chaque

point est fini.
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EXERCICE 3.4. — Montrer qu’une action d’un groupe dénombrable sur un espace locale-
ment compact est proprement discontinue si et seulement st l’application
GxX—>XxX
(g, 7) = (9(x), )

est propre, ot G est muni de la topologie discréte. Montrer alors que ker p est fini.

EXERCICE 3.5. — Montrer qu’une action proprement discontinue est errante, et qu’une

action errante est discréte. Les réciproques sont-elles vraies ?

EXERCICE 3.6. — On considére l’action de Z sur R*\ {0} par

gn(2,y) = (2"2,y/2") .
(1) Montrer que cette action est errante.

(2) Montrer que le quotient n’est pas séparé.

EXERCICE 3.7. — Montrer que si un groupe G opére proprement discontindment sur un
espace localement compact X alors, pour tout x € X, il existe un voisinage U de x tel que

stabz = {g € G, g(U)NU # 0}.

Actions par isométries. — On s’intéresse maintenant a des actions de groupes par
isométries. Si g est une isométrie d’'un espace métrique X, on note £(g) = inf{d(x, g(x)),x €
X} la distance de translation de g, et Ming = {z € X, d(z,g(x)) = £(g)}. On dit que ¢
est semisimple si Min g est non vide. On dit aussi que g est elliptique si g a un point fixe,
loxodromique si £(g) > 0 et semisimple et parabolique sinon.

EXERCICE 3.8. — Soit G un groupe qui opeére par isométries sur un espace métrique.
(1) Montrer que Ming est non vide si g est semi-simple.
(2) Montrer que si g,h € G alors ((hgh™") = {(g) et Minhgh™' = hMing.
EXERCICE 3.9. — Soit G un groupe qui opére géométriquement sur un espace métrique
propre. Montrer que

(1) Tous les éléments de G sont semisimples.

(2) L’ensemble {{(g), g € G} est discret dans R.

3.2. Revétements

On se réfere a [DD, Hat, Mas, Ber]. Un revétement est une transformation continue
p: X — Y surjective telle que, pour tout y € Y, il existe un espace discret D non vide,
un voisinage U de y et un homéomorphisme ¢ : p~*(U) — U x D tels que ¢(z) = (p(z), d)
pour tout z € p~*(U). On dit que Y est la base, X [’espace total de p, p~*({y}) la fibre de
p au-dessus de y, U un voisinage distingué de y et ¢ une trivialisation locale de p au-dessus
de U.
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On en déduit qu’un revétement est un homéomorphisme local surjectif. Un revétement
est universel si X est simplement connexe.

Soit f : Z — Y une application continue; un relévement de f est une application
continue F': Z — X telle que po F' = f. On a les propriétés suivantes.

PROPOSITION 3.10. — Soit p: X — Y un revétement entre espaces connexes, localement
conneres par arcs.

(1) Pour toute application continue f : Z — Y telle que Z est connexe, localement
conneze par arcs, f.(m1(Z,2)) C p(m (X, 2)), ot f(z) = p(x), il existe une unique
application continue F : Z — X telle que F(z) =x etpo F = f.

(2) L’espace Y est simplement connexe si et seulement si tout revétement au-dessus
de Y est trivial.

Un revétement p : X — Y induit un morphisme p, : 71 (X, z) — m (Y, f(x)) injectif.

Le groupe m(Y,y) opere a droite sur la fibre p~!({y}) par relevement des lacets : si
r € p'({y}) et v un lacet basé en y, on considere le relevé 5 d’origine = et on pose
-y =45(1); on vérifie que z - (y1 x72) = (- 71) - Y2

PROPOSITION 3.11. — Soit p : (X,z) — (Y,y) un revétement entre espaces connezes et
localement connexes par arcs. L’action de m(Y,y) sur la fibre p~'({y}) est transitive, de
stabilisateur p,(m (X, x)), donc la fibre est en bijection avec p,(m1 (X, x))\m (Y, y).

En particulier, p~*({y}) est fini si et seulement si f.(m1(X,x)) est d’indice fini dans
(Y, y).

DEMONSTRATION. On écrit G = m(Y,y), H = p.(m(X,x)) et G = UgerHg pour une
famille T de représentants.

Si 2’ est un autre antécédent, on considere un chemin le reliant & x : sa projection est
un lacet basé en y, montrant ainsi que ’action est transitive.

Si v est un lacet basé en y, il s’écrit donc h* g ; on le releve en un chemin 74 basé en x de
sorte que l'action de h est un lacet basé en x (par unicité du relevement) et g transforme
x en un autre relevé z’ de y. Si on avait x = 2/, alors g se reléverait dans m (X, z), et
serait donc dans H. Ceci montre que le stabilisateur de z est bien p.(m (X, z)). ]

On associe a un revétement p : X — Y le groupe Auty X des homéomorphismes h de
X tels que po h = p. On dit qu'un revétement est galoisien si 'action de Auty X est
transitive sur les fibres de p, et on 'appelle le groupe de Galois de X.

PROPOSITION 3.12. — Soient X un espace localement compact et G un groupe discret
opérant sur X par homéomorphismes et soit p : X — X/G la projection canonique.
On munit Y = X/G de la topologie quotient. Alors l'action de G est libre et proprement
discontinue si et seulement si X/G est séparé et p : X — X/G est un revétement galoisien
de groupe de Galois G.
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Sous ces conditions, on suppose en outre que X est connexe et localement connexe par
arcs. Sotent x € X et y = p(x). Pour tout v € m(Y,y), il existe un unique g, € G tel
que gy(z) =x -y et v € m(X/G,y) — g, € G est un morphisme de groupes, surjectif, de
noyau pi(m (X, x)).

REMARQUE 3.13. — La démonstration montre que si les orbites sont discretes et, pour
chaque x € X, il existe un voisinage U tel que g(U) N U = () pour tout g # e, alors
X — X/G est un revétement.

DEMONSTRATION. Supposons 'action libre et proprement discontinue.

Soit # € X. Il existe un voisinage U de z tel que g(U) N U = (). En effet, si K un
voisinage compact de x assez petit, seul un nombre fini de translations g(K) intersectent
K, avec x ¢ g(K) des que g # 1. Donc U = K \ Ugz19(K) convient. Par conséquent,
p Y (G(U)) est homéomorphe & U x G, ou on a muni G de la topologie discrete. Par
conséquent p : X — X/G est un revétement, G opere transitivement sur les fibres par
définition donc il est galoisien de groupe de Galois G.

Si x, y sont deux points d’orbites distinctes, on considere la réunion K de deux voisi-
nages compacts disjoints de ces points. Comme 'action est libre K \ Uy g(K) contient
{z,y} et comme elle est proprement discontinue, il s’agit encore de la réunion disjointe
de voisinages de x et y. Par conséquent X/G est séparé.

Réciproquement, si X/G est séparé et la projection p : X — X/G est un revétement,
alors pour tout G(z), il existe un ouvert G(U) C X/G tel que p~*(G(U)) est homéomorphe
a G(U) x G. Par conséquent, l'action est libre. De plus, X/G étant séparé, si x et y
sont d’orbites distinctes, il existe deux ouverts disjoints U et V qui les contiennent. Par
conséquent, pour tout (z,y) € X x X, il existe U x V' 3 (z,y) tel que g(U)NV # () pour
au plus un élément g € G.

Soit K C X un compact. On recouvre K x K par un nombre fini d’ouverts U x V
vérifiant la propriété ci-dessus. Par suite, I’action est proprement discontinue.

On suppose maintenant que p : X — X /G est un revétement galoisien, X est connexe
et localement connexe par arcs. Si v € m(X/G,y), alors = - v est un point de X tel que
p(x - v) = y. Comme l'action de G est transitive sur les fibres, il existe g, € G tel que
g(x) = - v; comme P'action de G est libre, g, est unique.

Remarquons que si vy est un lacet de X/G basé en y, 4 son relevement basé en z, et si
g € G, alors 4 est un chemin joignant = a -y, g o est le relevement de 7 basé en g(x)
joignant g(x) a g(z - ), donc g(x - v) = g(z) - v (les actions commutent).

Il vient, pour 7,7 € m(X/G,y),

(gyogy)(@) = gy(x-7) = gy(2) -7 = (z-7) -7 =2 (7)) = gy (@)

impliquant donc que 7 + g, est un morphisme de groupes. Il est surjectif car X est
connexe par arcs, donc il existe ¥ reliant « a g(z) pour g € G arbitraire. Donc g = gpos-
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Un élément du noyau est représenté par un lacet v tel que x -y = x, donc le relevement
de v est un lacet en x. La réciproque est claire. [ |

Voila une description un peu plus précise du groupe d’automorphismes de revétement.

PROPOSITION 3.14. — Soient X un espace connexe, localement connexe par arcs et locale-
ment compact et soit p : (X, x) — (Y, y) un revétement. Le groupe Auty X est isomorphe a
P (X, 2)\N (psm1 (X, x)). 1l opére sur X librement et proprement discontiniment. Pour
tout sous-groupe G de Auty X, la projection canonique p' : X/G — 'Y est un revétement.

Si H est un sous-groupe d'un groupe G, le normalisateur N(H) de H dans G est le
sous-groupe N(H) = {g € G, gHg ' = H}. C’est le plus grand sous-groupe de G dans
lequel H est distingué.

PROPOSITION 3.15. — Soit p : (X, z) — (Y,y) un revétement avec X conneze, localement
conneze par arcs et localement compact. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) le revétement p est galoisien ;
(2) le sous-groupe p.(m (X, x)) est distingué dans m (Y, y);

(3) il existe un groupe discret G opérant proprement discontiniment sur X et un
homéomorphisme h : X/G — Y tel que homw = p, oum : X — X/G est la
projection canonique.

Dans ce cas, on a Auty X = G, Auty X est isomorphe a p.(m (X, z))\m(Y,y) et Y est
homéomorphe a X/Auty X.

Revétement universel. — On dit qu'un espace X est semilocalement simplement
conneze si tout point x € X admet un voisinage U tel que l'injection canonique U — X
induise le morphisme trivial au niveau des groupes fondamentaux.

THEOREME 3.16. — Soit (Y,y) un espace conneze et localement connexe par arcs. Alors
Y admet un revétement universel Y si et seulement si 'Y est semilocalement simplement
connezxe. Dans ce cas,

(1) le groupe fondamental m(Y,y) opére proprement discontiniment et librement sur
Y ;

(2) st H est un sous-groupe de m(Y,y), alors il existe un revétement pointé p :
(X,z) = (Y,y), unique a isomorphisme preés, tel que p.(m (X, z)) = H ;

(3) sip: (X,x) = (Y,y) est un revétement, alors il existe un sous-groupe H de
m1(Y,y) isomorphe a m (X, x).

EXERCICE 3.17. — Soit m : F(S) — G une présentation de groupe. Montrer que le groupe
fondamental du graphe de Cayley G de (G, S) est isomorphe a ker .
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Espaces d’Eilenberg-MacLane. — Etant donné un groupe G, un espace topologique X
est un espace d’Eilenberg-MacLane de type K (G, 1) s’il admet un revétement contractile.
Tout groupe admet toujours un tel espace parmi les CW-complexes : une maniere de faire
est de partir du 2-complexe construit au chapitre précédent et de rajouter des cellules
de dimension de plus en plus grande afin de rendre le revétement universel contractile.
Deux CW-complexes de type K (G, 1) ont méme type d’homotopie donc sont parfaitement
équivalents au niveau de la topologie algébrique.

Une question délicate est de déterminer quels groupes admettent des K (G, 1) de dimen-
sion finie. Par exemple, on peut montrer qu'un groupe qui admet de la torsion n’admet
aucun K (G, 1) de dimension finie.

Applications aux groupes libres. — On utilise la théorie des revétements pour en
tirer des informations sur les groupes libres.

COROLLAIRE 3.18 (théoreme de Schreier). — Un sous-groupe d’un groupe libre est libre.

DEMONSTRATION. Soit G = F(S) un groupe libre et H un sous-groupe de G. Le groupe
G opere librement sur le graphe de Cayley X associé a S, donc H aussi. Le quotient
Y = X/H est un graphe, de groupe fondamental isomorphe & H donc libre en vertu de
la proposition 2.17. [ |

Deux groupes G et H sont commensurables s’il existe un sous-groupe A d’indice fini
dans G et un morphisme injectif o : A — H tel que a(A) est d'indice fini dans H. Deux
groupes de type finis commensurables sont quasi-isométriques, mais la réciproque n’est
pas toujours vraie. Nous pouvons affiner notre résultat sur les groupes libres.

COROLLAIRE 3.19. — Tous les groupes libres de rang fini sont commensurables.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que tout groupe libre est un sous-groupe d’indice
fini de Fy, ce qui impliquera que l'intersection de deux tels sous-groupes sera d’indice fini
dans les deux.

Soit n > 3. On considere
X={z€C, |z2|=1}U{z€eC, |z -2|=1}

de groupe fondamental Fy, et f : C — C I'application z — 2z"~!. Notons Y = f~}(X) qui
est la réunion du cercle unité et de n — 1 lacets attachés a ce cercle. On vérifie facilement
que p = fly : Y — X est un revétement de degré n — 1, que le groupe fondamental de Y’
est isomorphe a [F,,. Donc son image par p, est d’indice fini dans F,. [ |

3.3. Présentations de groupes

On établit deux propriétés fondamentales des groupes de présentation finie.
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PROPOSITION 3.20. — Un groupe G est de présentation finie si et seulement s’il opére
géométriquement sur un espace métrique géodésique propre simplement connexe.

Cette démonstration est esquissée dans [Ser|, inspirée par des travaux de A. Weil. Elle
s’adapte au cas ou l'action est proprement discontinue et cocompacte sur un espace
connexe localement connexe par arcs, simplement connexe et s’il existe un ouvert connexe

par arcs dont ’orbite recouvre 'espace.

DEMONSTRATION. Si GG est de présentation finie, on associe le 2-complexe de Cayley X
défini par le corollaire 2.23. Si la présentation utilisée de GG est finie, alors X est fini, donc
compact. Du coup, G opere proprement discontiniment avec quotient compact sur son
revétement universel. En identifiant chacune de ses 2-cellules avec un polygone régulier
euclidien de cotés de longueur 1, on définit une distance de longueur compatible avec sa
topologie rendant ainsi 'action de G géométrique.

Réciproquement, supposons que G opere géométriquement sur un espace métrique
géodésique propre simplement connexe X. On se fixe D > 0 assez grand de sorte que
X = Ugeqg(B), ou B = B(zg, D).

Notons S = {g € G, g(B)NB # 0} ; c’est un systeme de générateurs de G, cf. le lemme
de Svarc-Milnor ; on note 7 : F(S) — G la projection canonique. On considere 'ensemble
C des couples (s,t) € S? tels que BN s(B) N (sot)(B) # 0. Comme (sot)(B)NB # 0,
on a aussi (sot) € S. Posons

R = {st(sot)™!, (s,t) €C} CF(9).

Comme laction de G est proprement discontinue et X est propre, R est un ensemble
fini. Notre objectif est de montrer que G est isomorphe & H =< S|R >. On notera
g F(S) — H.

On remarque que R C ker g, donc il existe un épimorphisme € : H — G. De plus,
Elry(s) est injectif puisque 7 est injectif sur S.

Observons d’abord que X peut étre décrit en prenant la réunion disjointe Ugea{g} x B et
en identifiant (g, ) a (¢, 2’) il existe s € S tel que ¢’ = gs, x € BNs(B), 2’ € BNs™(B)
et s(z') = . On construit I'espace Y en considérant la réunion disjointe Y = Uy {h} x B
et en identifiant (h, z) avec (b, 2’) il existe s € S tel que ' = hry(s), x € BNwg(s)(B),
' € BNrg(s™)(B), et ma(s)(2') = z. La topologie discrete sur H et la topologie de B
induisent une topologie sur Y puis sur Y.

Comme S engendre H et G, B est connexe par arcs et G(B) = X, on en déduit que Y
est connexe par arcs.

L’action par translation a gauche de H sur lui-méme induit une action de H sur Y.

On considere enfin la projection p : Y — X induite par p : (h,x) — ¢(h)(x). On vérifie
que si (h,z) ~ (b, 2), alors e(W')(2') = e(hry(s))(a') = (e(h) o ma(s))(2") = e(h)(z).

On a les propriétés suivantes sur p.
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(1) p est surjectif.
(2) p est équivariante : p(ho(h,z)) = p(hoh,x) = e(hg) o e(h)(z) = e(hg) o p(h, x).
(3) on a p~}(B) = kere x B, et comme ¢ est injectif sur {wz(s),s € S}, on a aussi
p ' (B) =kere x B.
On en déduit que p est continue et un revétement. Or comme X est simplement connexe,

p est un homéomorphisme impliquant ainsi que ker e est trivial. Donc G est isomorphe a
H. [

PROPOSITION 3.21. — La propriété d’étre de présentation finie est géométrique : si Gy,
G5 sont deuz groupes de type fini quasi-isométriques, alors Gy est de présentation finie si

et seulement si Gy est de présentation finie.

DEMONSTRATION. Supposons G =< S1|R; > de présentation finie. Soit R la longueur
du plus grand relateur. On construit X; en recollant au graphe de Cayley G; une 2-cellule
pour chaque mot de < Ry > de longueur au plus R. On vérifie que X; est localement
compact, simplement connexe, connexe par arcs. On munit X; d’une distance de longueur
en identifiant chaque 2-cellule & un polygone régulier de co6té 1. On vérifie que X est
géodésique et propre et que 'action de G est géométrique.

Le groupe (G, S2) est de type fini. On se fixe une constante S qui sera déterminée
plus loin, et on considere 'espace X5 obtenue en recollant une 2-cellule a chaque lacet de
longueur au plus S du graphe de Cayley associé Go. Comme ci-dessus, on munit Xy d’une
distance de longueur et on vérifie que X5 est géodésique et propre et que 'action de Go
est géométrique.

L’objet de cet argument est de montrer que X5 est simplement connexe si .S est assez
grand. La conclusion viendra de la proposition 3.20.

Partons de (A, ¢)-quasi-isométries ¢ : G; — Gy et 1 : Go — Gy quasi-inverses 'une
de lautre et qui préservent les sommets. On peut supposer qu’elles sont continues (en
transformant une aréte en un segment reliant I'image de ses extrémités.

Prenons un lacet v : S' — G, que 'on peut supposer localement injectif. Le lacet
1 o 7y est un lacet dans X; simplement connexe, donc il existe une extension continue
F:D— X;.

Nous allons utiliser F' pour définir une extension de v au disque comme suit. Nous allons
considérer une triangulation 7 de D et une application G : T — XQ(O) prolongeant
de sorte que la distance entre deux points voisins soient envoyés sur des sommets assez
proches. Du coup, chaque bord de triangle de 7 sera envoyé sur un lacet de Xg(l) de
longueur controlée, qui sera homotopiquement trivial si on choisit S assez grand. Cela
nous permettra d’étendre v au disque fermé, établissant ainsi la simple connexité de X5.

On définit g : D — X 1(0) en associant au point x un sommet le plus proche de F'(z) au
sens ou ce sommet appartient a la fermeture de la cellule contenant F'(x); en particulier,
si F'(x) est un sommet, alors g(z) = F(x). On remarque que si x,y sont assez proches,
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alors F'(z) et F(y) seront dans des 2-cellules fermées voisines, donc la distance entre g(x)
et g(y) sera au plus R.

Il existe donc une triangulation 7 de D telle que
(1) le O-squelette contient v~1(X 1(0)) ;
(2) deux sommets voisins sont envoyés par g a distance au plus R.
On définit maintenant G : D — X, en plusieurs étapes. Sur S', on pose G = 7. Si
v € T est un sommet intérieur, on pose G(v) = ¢(g(v)).
Comme G transforme 7 dans X2(1), on peut prolonger G & T en transformant
chaque aréte (v,v') non incluse dans S en un segment [G(v), G(v')] de Xg(l).
Soient v, v’ deux sommets voisins ; évaluons ds(G(v), G(v')).
— Siv, v €S, alors do(G(v), G(V')) = da(y(v),y(v')) < 1.
~SiveStet v €D, alors

dy(G(v), G(V')) < da((v), @(g(v))) + da(e(g9(v)), p(g(v"))) -

Le point y(v) est sur une aréte de X; dont on considere une extrémité v(v”) ; du coup

da(y(v), (g(v))) < da(y(v),7(v")) 4 do(7(v"), p(g(v"))) + da(p(g(v")), ¢(g(v)))
< l4+c+(AR+0)

en remarquant que p(g(v”)) = (¢ o ¥)(y(v")). Par conséquent,
do(G(v),G(V')) < [AR+2c+ 1]+ AR +¢
— Siwv,v €D, alors
ds(G(v),G(V")) < R.

Du coup, I'image du bord d’un triangle de 7 est de longueur au plus 3(AR+ ¢+ 1). Si on
choisit S = 3(AR + ¢+ 1) pour construire X5, alors chacun de ses lacets sera contractile
dans X,, permettant ainsi de prolonger G a D. [ |

3.4. Le lemme du ping-pong

Le lemme du ping-pong est une collection d’énoncés qui permet de reconnaitre une
somme amalgamée ou une extension HNN a partir de propriétés dynamiques. Les premieres
versions sont dues a Felix Klein. Celles qui suivent proviennent de [LS].

PROPOSITION 3.22. — Soit G un groupe qui opére sur un ensemble X .

(1) Supposons que A et B sont deux sous-groupes de G, C' = AN B, et qu’il existe
deux sous-ensembles non vides et disjoints X et Xp de X tels que g(X4) C Xp
sige A\C, g(Xp) C Xasige B\C. Si[A:C]>2, alors le sous-groupe H de
G engendré par AU B est isomorphe a A x¢ B.



QUELQUES ASPECTS DE THEORIE GEOMETRIQUE DES GROUPES, NOTES DE COURS-10

(2) Supposons que A est un sous-groupe de G, Cy et C_ des sous-groupes de A et
t € G\ A tel que tC,t7' = C_. On suppose aussi l'existence de trois ensembles
non vides et disjoints deuxr a deur X, X_ et Xo tels que t(X; U Xy) C X4,
THX_UXo) C X, g(Xy) C Xg dés que g € A\ Cy et g(X_) C Xy dés que
g € A\ C_. Alors le groupe engendré par A et t est isomorphe a l'extension HNN
de A.

Avant d’en présenter une démonstration, nous allons approfondir notre étude des sommes
amalgamées et des extensions HNN.

3.4.1. Formes normales.

PROPOSITION 3.23. — Soient A, B,C des groupes munis de morphismes j4 : C — A
et jp : C — B injectifs qui nous permettent d’identifier C' comme un sous-groupe de
A et de B. Soient Ty C A, Tg C B des représentants de A/C et B/C de sorte que
a €Ty aC € A/C et b e T — bC € B/C soient des bijections, C' étant représenté
par e dans Ty et Tg. Alors, pour tout g € G = A x¢ B, il existe n > 1, a; € Ty,
as, ... a, € Ta\{e}, by € Tp, by,..., b1 € Tp\ {e} et c € C tels que

g = aibiasbs . .. ayb,c.

De plus, cette écriture est unique.

L’écriture ci-dessus définit une forme normale pour Iécriture des éléments de G a
I'instar des mots réduits pour les groupes libres.

DEMONSTRATION. Comme G =< A, B >, on sait que tout élément g € G s’écrit sous la
forme ajby ... a,b;, avec a; € A et b € B. Nous allons procéder par récurrence sur la <
longueur > n de g.

Sin =1, il existe a; € Ty et ¢; € C tels que a} = ajc; ; de méme, il existe by € Ty et
c € C tels que ¢1b] = byc, de sorte que g = a1b;c.

Supposons maintenant le lemme vrai pour les mots de longueurs de n, et prenons un
mot de longueur n + 1. D’apres ’hypothese de récurrence, on a

g = arby ...agbp(cay, 1)),y

avec k < n. Or, le cas n = 1 indique que (ca,,,;)V), ;1 = app1bpiic. 11 faut maintenant
discuter selon la valeur de bg. Si by # e, alors on obtient bien ’écriture recherchée. Si
b, = e, on obtient une écriture de longueur £k < n

g =ayb; ... (agags1)(bgric)

a laquelle 'hypothese de récurrence s’applique.
Nous allons définir une action fidele de A xo B sur I'ensemble E des mots formels
produisant des formes normales, pour en déduire 'unicité de cette écriture.
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Commengons par définir une action de B. On pose, pour b € B et (a1byashs . . . a,b,c) €
E,
b- (arbiaghs . . .a,b,c) = ajbiashs . . .a,b'c ot bcb =Vc, b € Tg,d € C.

On vérifie que le résultat est bien dans E et qu’on obtient ainsi une action a droite de B.
Passons a A : pour a € A et (a1byazbs ... a,b,c) € E,
aybiaghs ... ay,bya’d sib, #eetouca=add,a €Ty

a-(a1byashy . . .ayb,c) = {

arbrashy .. . by_1a'b,d sib, =eetoua,ca=add,a €Ty

On vérifie aussi que le résultat est bien dans E et qu’on obtient une action & droite
de A. Ces deux actions coincident au-dessus C', induisant une action de A x¢ B. Si
g = aibiasbsy ... a,b,c, alors, on montre que, appliqué au mot vide, on obtient le mot
aibiasbs . . . a,b,c. Du coup, g ne peut avoir qu’une seule écriture. [ |

COROLLAIRE 3.24. — Soient A, B et C trois groupes munis de morphismes injectifs
ja:C = Aetjg:C — B. Alors A et B s’injectent dans A x¢ B,

DEMONSTRATION. D’apres la proposition 3.23, on a unicité de I’écriture. En particulier,
on obtient des injections de A et B en prenant ac, a € T, ¢ € C, (avec b = e) et be,
beTlp,ceCeta=ce. [ |

Nous avons un énoncé similaire pour les extensions HNN.

ProPOSITION 3.25. — Soient A, C' des groupes munis de morphismes j. : C — A et
j_ : C = A injectifs qui nous permettent d’identifier C' a deuzx sous-groupes Cy et C_
de A de deuxr maniéres. Soient Ty C A des représentants de A/Cy de sorte que a €
Ty — aCy € A/Cy soient des bijections et Cy est représenté par e dans Ty. Alors, pour
tout g € G = Axc =< A t|ji(c)t = tj_(c),c € C >, il existe n > 1, e; = £1 pour
J€{l,...,n}, des éléments a; € T,;, a; # e si j # 1, des entiers n; € N\ {0} et a € A
tels que

g = at" . apttF*a .

De plus, cette écriture est unique.

DEMONSTRATION. Comme G =< A,t >, on sait que tout élément g € G s’écrit sous la
forme ajt™ ... ajt"ay ,, aj € A, a; # e si j# 1,k+1 et n; € Z. Nous allons procéder
par récurrence sur la < longueur » £ =) |n;| de g.

Si ¢ =1, alors g = a|t°d’, avec £ = £1. On choisit a; € T. de sorte que a} = a1j.(c) et
9 = aje(0)tfa’ = art*(j_c(c)a’).

Supposons maintenant le lemme vrai pour les mots de longueurs de £ = ), <j<k In;|, et
prenons un mot de longueur ¢ + 1. D’apres 'hypothese de récurrence, on a

— ni N / e !
g=ait™ ...aq ™ aay (t"a
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avec € € {£1}. On écrit aaj,,, sous la forme ay41j:(c), out apqq € T, de sorte que
g=at™ ... apt™ap1t°j_(c)a’ .

Nous allons définir une action fidele de Ax¢ sur 'ensemble E des mots formels produi-
sant des formes normales, pour en déduire 'unicité de cette écriture.

Commengons par définir une action de A. On pose, pour a € A et (a1t™ . ..axt"d’) € E,
a-(ait" .. apt™a’) = at™ .. apt™ (ad’) .

On vérifie que le résultat est bien dans E et qu’on obtient ainsi une action a droite de
A.
Passons a t¢, ¢ = £1 : pour (ait™ ...aqxt"a) € E, on écrit a = agy1je(c), agr1 € T:; et
on définit
art™ . agt™agqttj_o(c)  siagp #e
t° - (art"™ .. apt™a) = at™ .. agt™ 5 (c) sl agy1 = e et ng # (—¢)

art™ .. ap_ 1™ (agj_c(c)) siagr = e et ng = (—¢)

On vérifie aussi que 'on a bien une action a droite de < t > sur E et que ces deux
actions définissent bien une action de Axc sur E.

Si g = ait™ ...apt"™a, alors, on montre que, appliqué au mot vide, on obtient le mot
ait™ ... ait™a. Du coup, g ne peut avoir qu’une seule écriture. [ |

COROLLAIRE 3.26. — Soient A et C deuzx groupes munis de morphismes injectifs j; :
C— Aetj,:C— A Alors A s’injecte dans Axc,

DEMONSTRATION. D’apres la proposition 3.25, on a unicité de I’écriture. En particulier,
on obtient l'injection de A en prenant a, a € A. [ |

EXERCICE 3.27. — Montrer que si « : A — A est un isomorphisme de groupes, alors
Ax 4 est isomorphe a un produit semidirect A X Z.

3.4.2. Ping-pong. On établit le lemme de ping-pong.

DEMONSTRATION. On commence par la situation amalgamée. On utilise 'hypothese [A :
C] > 2 comme suit : sia € A\ C, alors a(Xp) € X4. En effet, on choisit o’ ¢ (C'U aC)
de sorte que a™'a/(Xp) N Xp =0 et a/(Xp) et a(Xp) sont deux sous-ensembles disjoints
et non vides de X 4.

Comme on a les injections A, B — H qui coincident au-dessus de C, on obtient un
morphisme ¢ : A ¢ B — H par la propriété universelle qui est surjectif puisque H =<
AU B >. Il reste & montrer I'injectivité.

On confond dans la suite les éléments de H avec ceux de la somme amalgamée. On
montre que si g # e alors ¢(g) # e. Clest bien sur le cas des éléments de (AU B) \ {e}.
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Un élément de A x¢c B\ (AU B) s’écrit ay...b,, avec a; € A\ Csij>2 b; € B\C si
j <n—1, dapres la proposition 3.23.

Le principe du lemme du ping-pong est de remarquer que pour a € A\ C et b€ B\ C,
on a ab(Xa) C a(Xp) € X4, impliquant ainsi ab # e.

Supposons a; € A\ C. Si b, ¢ C, alors, d’apres le principe évoqué ci-dessus, g(X4) C
X4, donc g #e. Sib, € C, alors a,_1c € A\ C et on trouve g(Xp) C X4, donc g # e. Si
a; € C, alors, pour a € A\ C, on se ramene au cas précédent en considérant aga™ : on
a donc aga™! # e, et g # e. Ceci montre que ¢ est injectif.

Passons maintenant au cas de ’extension HNN. La propriété universelle nous fournit
aussi ¢ : Axc — H, surjectif ot H =< AU {t} >. Ici, on a directement ¢(X;) C X,
tH(Xo) € X, et t71(X_) € X_, t71(Xy) € X_. Cela nous montre déja que < t > est infini
cyclique.

Remarquons que si C. = A, alors A est distingué dans H, et tout élément de Ax,4
s’écrit de maniere unique sous la forme g = t"a, n € Z, a € A. Comme t ¢ A, on a bien
injectivité de Axc dans H.

Supposons maintenant que Cy # A de sorte que A\ (Cy NC_) # (). Le lemme du ping-
pong s’appuie sur la remarque suivante. Sin > 0 et a € A\ C4, alors at"(XoU X, ) € X,
etsin<0,etae A\ C_, alors at™(XoUX_) C Xj.

Prenons la forme normale de g € Axc : g = a1t™ ... axt™a.

Sia ¢ CyNC_, alors, en choisissant convenablement le signe ¢ = 41, on obtient
a(X.) C Xy, puis finalement (a;t") tg(X.) C X,. Ecrivons ny = n|ny|, n = £1; il vient
a;tg(X.) C X, ;siap = e, alors g # e car I'inclusion est stricte ; si a; # e alors g(X.) C X
et g # e.

Supposons a € C, NC_. Si a; # e, alors aga™(Xy) € X, donc g # e, si a; = e, on
choisit ' € A\ C;, et on montre que a’g(a’)~! # e.

EXERCICE 3.28. — On suppose que G est un groupe admettant deux sous-groupes A et

B dont la réunion engendre G. On suppose aussi que G opére sur un ensemble X qui
contient deur sous-ensembles X4 et Xp disjoints et non vides de sorte que

(1) pour tout a € A\ {e}, on a a(Xp) C X4 et
(2) pour tout b € B\ {e}, on a b(X4) C X5.

Montrer que G est ou bien isomorphe au produit libre Ax B ou bien A et B sont composés
chacun de deux éléments et G est isomorphe a un groupe diédral.

Montrer qu’un groupe diédral admet une action comme ci-dessus.

EXERCICE 3.29. — FEnoncer et montrer un lemme du ping-pong assurant qu’un groupe

est un produit libre de n facteurs, n > 3.

3.4.3. Applications. On donne quelques exercices basés sur le lemme du ping-pong pour
montrer l'existence de sous-groupes libres.
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EXERCICE 3.30. — Soient A, B € SLy(R) deux matrices dont les valeurs propres sont de
module différent de 1 et les droites propres de A sont distinctes de celles de B.
(1) On définit, pour € > 0 fizé et dans une base de vecteurs propres de A,
X1 ={(z.y) € R0 < [y| < ela[};
X3 ={(z,y) e R%0 < |z] < ely[};
Xa=X1UXy.
Montrer que pour |n| assez grand, on a A"(R*\ X4) C Xa.

(2) Montrer qu’il existe n,m > 0 tel que A™ et B™ engendrent un groupe libre de rang
2.

EXERCICE 3.31. — Pour k > 2, on consideére les matrices

Azlk andAle
01 k1

Montrer que A et B engendrent un sous-groupe libre de SLa(R). On pourra considérer les

ensembles
X* = {(z,y) e R%0 < |y < |z[};
X~ ={(z,y) eR%0 < |2 < [y[}.
EXERCICE 3.32. — On rappelle qu’une matrice de PSLy(C) opére par transformations

homographiques sur la sphére de Riemann C comme suit

a b az+b
c 2= .
c d cz+d
On consideére g > 2 couples de disques fermés deuzx a deuz disjoints Dy, Dy, ..., Dy, Dy,

Pour chaque j, on considére A; € PSLy(C) tel que Aj(((A: \ D;) = Dj. Montrer que <
Ay, ..., Ay > est isomorphe a Fy. Un tel groupe définit un groupe de Schottky.

Alternative de Tits. — Un groupe G satisfait 'alternative de Tits lorsque tout sous-
groupe de type fini de G contient un groupe libre non abélien ou un sous-groupe résoluble
d’indice fini. Cette alternative a été établie par Tits pour les groupes linéaires GL(n; k)
ou k est n’importe quel corps [Tit]. La démonstration de ce type d’alternative passe en
général par un lemme du ping-pong qui établit I'existence d’un sous-groupe libre de rang
2 lorsque le groupe n’est pas virtuellement résoluble.

Paradoxe de Banach-Tarski. — Ce paradoxe montre que ['on peut découper la boule
unité de R? en plusieurs parties pour ensuite reformer deux boules distinctes isométriques

a la boule initiale.



QUELQUES ASPECTS DE THEORIE GEOMETRIQUE DES GROUPES, NOTES DE COURS-15

Le point de départ est une décomposition dite paradozale du groupe libre Fy =< a,b >.
Si x est une lettre, on note S(z) la partie de Fy représentée par des mots réduits com-
mencant par z. On a donc

F, = {e} U S(a) US(a ) LSO USOH™) = S(a)UaS(a™") = S(b) LbS(h™).

On constate donc que 'on peut couper Fy en cing morceaux, en utiliser deux pour refaire
le groupe, quitte a les translater.

L’exercice ci-dessous montre que l'on peut trouver deux rotations de la sphere qui
engendre un groupe libre G & deux générateurs. Ce groupe opere sur S? par rotations.
L’ensemble des points fixes de ces rotations forme un ensemble dénombrable D invariant
par G.

Par 'axiome du choix, on peut considérer un ensemble Z C S? de représentants de
(S?\ D)/G. Comme l'action de G sur S? \ D est libre, on a la partition de la sphere

suivante :
SP\D=2Z,UZy,UZ5UZ4

o Z; = S(a)ZUZUB, Zy =S(@')Z\ B, Zg =S0b)Z et Zy = S(b™')Z, avec B =
Uksoa *Z. On vérifie que aZy = Zo U ZsU Zy et b2y = Z, U Zy U Zy.

Du coup, on a décomposé S? \ D en quatre morceaux, on a recollé les morceaux deux a
deux (Z; avec aZy et Z3 avec bZ,) afin de former deux copies de S?\ D. Il reste & montrer
comment traiter D, puis & étendre cette construction a la boule.

Montrons comment décomposer S? pour former S*\ D : on consideére un diametre de
S? qui n’intersecte pas D. Pour tout # € R, on note py la rotation d’angle § d’axe ce
diametre. L’ensemble des angles 0 tels que pg(D) N D # B est dénombrable car D D'est.
Par suite, on peut se fixer un angle a tel que pf(D) N D = ) pour tout k # 1. Notons
E = Ups0p*(D), et décomposons S? = (S? \ E) U E. En remarquant que p(E) = E\ D,
on peut recomposer S \ D = (S \ E) U p(E). Ceci montre que I'on peut découper la
sphére en un nombre fini de morceaux, appliquer quelques isométries sur chaque morceau
et fabriquer deux spheres.

Pour passer a la boule B3, on peut commencer par remarquer qu’en la voyant comme
la réunion de ses rayons issus de 'origine, on obtient ainsi une décomposition paradoxale
de la boule épointée. Pour passer a la boule, on procede de maniere similaire.

3 40 5 0
EXERCICE 3.33. — (1) Montrer que les matrices A=1| -4 3 0| etB=2%[0 3
0 05 0 —4

correspondent & des rotations de R® dont on précisera Uangle et aze.
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(2) Montrer que A et B engendrent un groupe libre. On pourra considérer

0
1 .
X, = = bl €Q® k>0a,b,c€Z,cZ0mod 5, | b|=[+2¢] mod5,
c c c
1 a a a
X, = 5G bl €eQ® k>0,a,b,c€Z,a%0mod5, | b|=]=+2a| mod5
c c 0

3.5. Actions sur les arbres

On suit [CM]. On appelle un arbre réel un espace métrique géodésique T tel que
toute paire de points est jointe par un unique arc, c’est-a-dire par un unique chemin
v :[0,1] — T injectif. Un arbre est en particulier contractile. Les arbres simpliciaux (les
CW-complexes de dimension 1 sans boucle) sont des exemples dés qu’on les munit d’une
distance de longueur rendant chaque aréte isométrique a un segment de R.

Un sous-ensemble A C T est conveze si [a,b] C A deés que a,b € A. Autrement dit A
est un sous-arbre de T'.

FArTs 3.34 (géométriques). — Un arbre T jouit des propriétés suivantes.
(1) Une intersection non vide de sous-arbres est un sous-arbre.

(2) Si a,b,c € T alors [a,b] N [a,c] N [b,c] est un singleton, appelé le point médian
m =m(a,b,c) de {a,b,c}.

(3) Soient xo, ..., x, € T tel que [xj_1,z;|N[xj, ;41 = {z;} pour tout j € {2,...,n—
1}, alors Up<jcnlzj, ®j41] = [T0, T4).

(4) Si Ty et Ty sont deuzx sous-arbres fermés et disjoints, alors il existe un unique
segment géodésique [a,b] tel que Ty N [a,b] = {a} et Ty N [a,b] = {b}. On appelle
cet arc le pont entre T et T5.

(5) Si n sous-arbres s’intersectent deux a deux, alors leur intersection est un sous-
arbre non vide.

DEMONSTRATION. Soit (7,)aca une famille de sous-arbres. Si 2,y € NaeaTy, alors, pour
chaque aw € A, on a {z,y} C T, donc [z,y] C T,, ce qui établit [z,y] C NaeaTn.

Soient a, b, ¢ trois points de T. D’apres ci-dessus, on a [a,b] N [a,c] = [a, m] puisque
a € la,b] NJa,c]. Il vient [m,c| N [m,b] = {m} donc [b,m|U[m,c] = [b,c] et [a,b] N ]a,c]N
[b,c] = [a,m]N[b,c] = {m}.

La juxtaposition de segments qui n’ont qu’'un point en commun est bien un arc car,
dans un arbre, un chemin localement injectif est un arc : en effet, supposons v : [ — T
un chemin tel que v(0) = ~(1). Notons ¢ € [0,1] un parametre tel que dr(y(0),~(t))
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est maximal. Du coup, si € > 0 est assez petit et si my désigne le point médian de
{7(0),~v(t),v(t £ €)}, alors [y(t),ms] N [y(t),m_] est d'intérieur non vide et on peut
conclure que y n’est pas localement injectif au voisinage de t.

Soient 17 et Ty deux sous-arbres disjoints et prenons x; € 17 et xo € T5. Il vient
(1, 29] N Ty = [x1,a] et [21,22] N Ty = [b, 22]. Du coup [a, b] est un pont entre T} et Ts. Si
[a’, V] est un autre pont, alors [b, '] C T5 et donc [a,b] U [b,¥'] U [b', d’] est un arc qui joint
deux points de T}, donc est contenu dans 77} — une contradiction.

Pour montrer que l'intersection d’arbres qui s’intersectent deux a deux est non vide,
il suffit de traiter le cas de trois arbres : si T3 NT5 N T3 est vide, on considere le pont
reliant 77 NT3 et T5 N T3. Ceci correpond aussi a un pont entre 17 et 15, ce qui contredit

que leur intersection est non vide. [ |

PROPOSITION 3.35 (classification des isométries). — Soit T un arbre réel. Une isométrie
g: T — T est semisimple. De plus, pour tout x € T', on a d(z, g(x)) = {(g)+2d(x, Ming).
Plus précisément, on a les deux cas suivants.

(1) g est elliptique : €(g) = 0 et l’ensemble de ses points fizes est un sous-arbre de T
non vide; toute orbite est bornée. De plus, pour tout x € T, [z, g(x)] N Fix(g) est

un singleton.

(2) g est hyperbolique : £(g) > 0 et Ming est une géodésique isométrique a R, appelé
Vaze A, de g; Uaction de g est conjuguée a celle de la translation x — x + {(g)

sur R.

DEMONSTRATION. Supposons dans un premier temps que g ait un point fixe. Alors ¢(g) =
0 et Min g = Fix(g). Si a,b sont deux points fixes, alors g fixe tout le segment point par
point. En effet, d’abord, g([a,b]) = [g(a), g(b)] = [a,b] et si ¢ € [a,b] alors g(c) € [a,b] et
d(a,g(c)) =d(g(a),g(c)) = d(a,c) donc g(c) = c¢. Du coup, Fix(g) est un sous-arbre.
Prenons = € T'\ Fix(g)
fixe, on a [a,z] N [a,g(x)] = {a}; ¢'il y avait un autre point b, alors on aurait b, g(b) €
[a, g(x)] et d(a,g(b)) = d(a,b) donc b = g(b), contredisant la propriété définissante du
pont. Du coup a € [z, g(z)] et £(g) + 2d(z,Ming) = d(z,a) + d(g(z),a) = d(x, g(x)).

On suppose maintenant g sans point fixe. Prenons x, g~ *(z), g() ; ces trois points sont

et considérons un pont [z, a] entre {z} et Fix(g). Comme a est

distincts car g n’a pas de point de fixe : si g(x) = g~'(z), alors g préserve le segment
[z, g(x)], donc fixe son milieu puisqu’il opere par isométrie.

Considérons maintenant leur point médian m. Il ne peut coincider avec g(z) ou g~ *(x)
car, avec d(z,g ' (x)) = d(z,g(x)), cela impliquerait g(x) = g~*(z). Supposons main-
tenant m = x. Du coup (¢"(x)), .7 est une suite de points telle que [¢"~'(z), g"(z)] N
[g"(2), "“( )] = {g"(x)} pour tout n € Z, impliquant que A, = Unez[g”*l(x),g”(x)]
est isométrique & R, et 'action de g opere par translation de longueur 7, = d(z, g(z)).
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Sim # x, alors g(m) € [z,g(z)] \ {m}. Si g(m) € [x,m], alors g([g~(x), m]) C [z, m],
donc g~(m) € [m, z]; mais comme d(m, g~ (m)) = d(m, g(m)), cela impliquerait 1’exis-
tence d'un point fixe. Donc g(m) € [m,g(x)]. De méme, g~*(m) € [¢7'(x),m] par
symétrie. Il vient m € [g~(m),g(m)], ce qui, comme ci-dessus, implique que A, =
U,ezlg" " (m), g"(m)] est isométrique a R, et que P'action de g opere par translation
de longueur 7, = d(m, g(m)).

Prenons maintenant un point y € 7" et un pont [y, z] avec A,. On a [y, z]N[z, g(2)] = {=}
et [z,9(2)] N [9(2), 9(y)] = g(2), ce qui implique

d(y, g(y)) = d(y, 2) + d(z,9(2)) + d(g(2), g(y)) = 2d(y, Ay) + 27,

Ceci montre que 7, = ¢(g), Ming = A, et d(y, g(y)) = €(g) + 2d(z, Min g). |

EXERCICE 3.36. — Montrer que si g est une isométrie d’un arbre réel et s’il existe x € T
et n > 1 tels que g"(x) = x alors g est elliptique.

On dit que l'action d’un groupe sur un arbre 7' est minimale si T ne contient pas de

sous-arbre propre invariant.

ProPOSITION 3.37. — Toute action par isométries d’un groupe sur un arbre réel admet
un sous-arbre invariant minimal s’il existe au moins un élément hyperbolique. 1l s’agit de
la réunion de leurs azes. Sinon, si G est de type fini, alors G admet un point fize (global).

LEMME 3.38. — Si g, h sont deux isométries avec ensembles minimaux Cy et C}, disjoints,
alors

Ugh) = L(gh™") = (g) + ((h) + dist(Cy, Ci) .
En particulier, gh et gh~! sont hyperboliques.
DEMONSTRATION. (lemme 3.38) Soit a = [a,b] le pont entre Cj (contenant a) et C,
(contenant b). On montre que v = [~ (a), a] U [a,b] U [b, g(b)] U [g(b), g(a)] est un arc et
gh(v)N~y = {g(a)}. Du coup, gh est hyperbolique et ¢(gh) = ¢(v) = {(g)+2dist(Cy, Cy) +
L(h). ]
EXERCICE 3.39. — Soient g, h deux isométries.
(1) Supposons g, h hyperboliques. Montrer que Ay N Ay # 0 si et seulement si
max{{(gh), l(gh™")} = t(g) + L(h).
De plus ((gh) > €(gh™) si et seulement si A, N Ay, contient un arc non dégénéré,
et les orientations induites par g et h coincident.

(2) On ne suppose plus g, h hyperboliques. Montrer que si Ming N Minh # (), alors
max{{(gh), ((gh™")} < l(g) + ((h).
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(3) On suppose maintenant que Ming N Minh contient un arc v de longueur L >
U(g) + L(h). Si g et h sont hyperboliques, on suppose aussi que leurs orientations
coincident. Alors le commutateur [g,h] fize un sous-arc de y de longueur L —

(€(g) + £(h)).

On déduit maintenant la proposition :

DEMONSTRATION. (prop.3.37) Soit A un sous-arbre invariant. La démonstration de la
proposition 3.35 montre que si g est hyperbolique, et € A, alors [z, g(x)] contient un
domaine fondamental de I'action de g sur A,, donc tout l'axe A,. Par conséquent, A
doit contenir tous les axes des éléments hyperboliques, et leur réunion forme un ensemble
invariant.

Il reste a montrer que ’ensemble des axes est connexe par arcs. Prenons donc g, h
hyperboliques avec des axes disjoints. D’apres la démonstration du lemme 3.38, 'axe de
gh coupe A, et Aj, montrant la connexité.

Supposons que G est de type fini, engendré par S fini, et sans élément hyperbolique.
Deux éléments ont des points fixes en commun car sinon leur produit serait hyperbolique
en vertu du lemme 3.38. Par suite, Fix(g) N Fix(h) # 0 pour tous g,h € S, et donc
I'intersection NyesFixs # () par les faits géométriques. Ainsi, S a un point fixe, et donc
G aussi. [ |

REMARQUE 3.40. — 1l existe des actions de groupes qui n’admettent ni élément hyper-
bolique, ni arbres minimaux, voir [CM].

PROPOSITION 3.41. — On suppose qu’un groupe G opere par isométries sur un arbre
simplicial T sans inversion d’aréte. On considére une aréte e = [v,V'] et on note G, =
stabv, G = stabv’ et G. = stabe.
(1) Le groupe < G, UG, > est isomorphe a la somme amalgamée G, g, G, .
(2) S7il existe g tel que g(v') = v, alors < G, U {g} > est isomorphe a l'extension
HNN G yxgq, .

Une inversion d’aréte est donnée par une aréte e = [v,v'] et un élément g € G tels
que g(v) = v’ et g(v') = v. Une action sans inversion d’aréte est une action qui n’a pas
d’inversion d’aréte. Dans le cas contraire, il est possible de subdiviser chaque aréte en deux
en rajoutant un sommet au milieu; le résultat sera une action sans inversion d’aréte.

DEMONSTRATION. On applique le lemme du ping-pong.

Supposons d’abord qu’il existe g € G et un sommet v = g(v'). On vérifie que g n’est
pas dans G, que g(e) = [v, g(v)] et que gGeg™" = G ye).

Notons m le milieu de l'aréte g(e) et m’ le milieu de e. Notons X, la composante de
T\ {m,m'} qui contient g(v), X, la composante qui contient v et X_ celle qui contient

v =g (v).
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On vérifie que g™ (Xo U Xy) C Xy si b € Gy \ Gy, alors d(v,h(g(v))) = 1 et
h(g(v)) # g(v) car h & Gy ; de plus h(g(e)) # e car sinon hg inverserait 'aréte e, donc
h(X;) C Xo. On montre de méme que si h € G, \ G, alors h(X_) C Xo.

Donc le lemme du ping-pong montre que le groupe engendré par G, et g est isomorphe
a 'extension HNN de G, par g.

On se place dans la situation amalgamée. Notons B la composante de 7'\ {m} contenant
v et A celle qui contient v, ot m désigne le milieu de e. On vérifie que si g € G, \ G, alors
g(A) C Betsisige Gy \ G, alors g(B) C A. Pour appliquer le lemme du ping-pong,
on devrait vérifier que G, est d’indice au moins 3 dans au moins un des sous-groupes
de sommets. Or ici, on peut vérifier que si g € G, \ G, alors g(A) C B, ce qui était la
condition pour faire marcher le ping-pong. En effet, comme v € B et g(v) = v, on aura
g(A) C B\ {v}. ]

L’énoncé suivant donne une classification des actions minimales. Pour cela, on étend la
définition des bouts aux arbres réels qui ne sont pas localement compacts ainsi. Un rayon
est un plongement isométrique de R, . Deux rayons sont équivalents si leur intersection
contient un rayon. Un bout, dans ce contexte, est une classe d’équivalence de rayons. Deux
bouts sont définis par deux rayons disjoints qui peuvent étre joints par un pont pour en
faire une géodésique.

PROPOSITION 3.42. — Supposons que G opére sur un arbre réel T et qu’il contient au
moins un élément hyperbolique. L’action vérifie 'une des conditions suivantes.

(1) Le groupe G fize un bout de T
(2) Le groupe G fize une droite et contient une inversion.

(3) Pour tout élément hyperbolique g, il existe h hyperbolique d’axe disjoint et le sous-
groupe engendré par g et h est libre.

DEMONSTRATION. Notons F' I’ensemble des bouts fixés par chaque élément hyperbolique
de GG. Comme un élément hyperbolique ne fixe que deux bouts, définis par son axe, F' a
au plus deux éléments. De plus, F' est invariant par G car un élément elliptique préserve
I’hyperbolicité d’un élément par conjugaison.

Si F' a 2 bouts, alors il existe une géodésique joignant les bouts qui est invariante par G.
Ou bien G fixe chaque bout, établissant ainsi le premier cas, ou bien il existe un élément
qui permute les deux bouts, établissant donc ’autre cas.

Si F' n’a qu’un seul bout, alors on est dans le premier cas.

Enfin, si ' = (), on veut montrer qu’il existe, pour chaque élément hyperbolique, un
autre hyperbolique d’axe disjoint. Supposons que ce ne soit pas le cas. Soient g, h avec
A, N Ay # 0. Si lintersection est bornée, alors, pour n assez grand, h"(A,) N A, = 0. Or
h"(Ay) = Apngp-n, donc les axes de g et h"gh™™ seraient disjoints, ce qui est contraire
a notre hypothese de travail. Donc A; N A, est non borné, et contient en particulier un
bout — fixé par g et h.
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Supposons maintenant que k € G est aussi hyperbolique et qu’il fixe 'autre bout de

Ay Quitte a conjuguer h par des itérés de g, on peut supposer que A, N A, N Ay est

vide. Du coup, on doit avoir A, N A;, vide aussi. Il vient du lemme 3.38 que Ay ou App—1

intersecte A, le long du pont entre Ay et Ay, contredisant qu’il devrait contenir un bout

de A,.

Cela impliquerait que F' est non vide, la contradiction recherchée.

Du coup, g admet un autre hyperbolique h d’axe disjoint. Notons 7 le pont entre leurs

axes. On note X et Y les composantes de T'\int y qui contiennent A, et A, respectivement.

On a g(Y) € X car g(y) C X et aussi h(X) C Y. Le lemme du ping-pong permet donc

de montrer que < g, h > est libre. [ |
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