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CHAPITRE III. — DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPERIEUR

Comme d’habitude, tous nos espaces vectoriels sont de dimension finie. On note (E, ||.||g) et (F,||.||r)
des espaces vectoriels normés sur R, U un ouvert non vide de E et f : U — F une application. Par un
choix de bases pour E et F, on se raméne & f : RP — RY.

5 Différentielles d’ordre 2

Définition 5.1. — On dit que f : U — F est deux fois différentiable au point a € U si f est différentiable
sur un voisinage V de a et si Uapplication Df : V — L(E,F) définie par x — D, f est différentiable au
point a. On la note D2 f € L(E, L(E,F)). L’application est deux fois différentiable sur U si f est deux fois
différentiable en tout point de U. Elle est de classe C2 si f est deus fois différentiable et si la différenticelle
seconde a — D2 f est continue.

Si f est deux fois différentiable, alors D2 f : E — L(E,F) associe linéairement a un vecteur k € E
une application linéaire Ly : E — F. On a ainsi

Dasrf =Daf + Ly + [[klle(k)

pour a + k € U et ou limy0e(k) = 0. Autrement dit, on écrit D2 f(k)(h) = Li(h). Le lemme 5.2 ci-
dessous nous permet d’identifier £(E, £(E, F)) avec 'espace vectoriel £L2(E, F) des applications bilinéaires
b:E x E — F, de sorte que 'on écrira D2 f(k, h) = D2 f(k)(h).

Lemme 5.2. — On a un isomorphisme canonique ® : L(E, L(E,F)) — L2(E,F) préservant les normes
défini par ®(f)(z,y) = fo(y) ot (f 1z — fz) € L(E, L(E,F)).
DEMONSTRATION. — Tout d’abord on vérifie que si f € L(E,L(E,F)), alors ®(f) est bien bilinéaire:

prenons z,z’,y,y’ € E et \,u € R. On écrit

O(f)(+ A",y +py') = forre(y+uy)

foly +py') + Moy +py')  par linéarité de x — f,

FoW) + pfe(y) + Mo (y) + Mufor (y')  par linéarité de fy et for
= O(f)(z,y) + A(f) (@, y) + p®(z,y") + Au@(f)(2',¢).

En prenant 3y’ = 0, on montre la linéarité par rapport a la premiére variable et en prenant 2’ = 0, la
linéarité par rapport a la seconde.

Enfin, on montre facilement que ®(f + A\g) = ®(f) + A®(g). Si ®(f) est I'application bilinéaire
nulle, alors, pour chaque x € E, 'application x — f, est nulle, donc f est nulle. Ceci montre I'injectivité
de ®. Pour montrer la surjectivité, on considére une application bilinéaire b : E x E — F et on pose
fiaxw—= (fu:y— f(z,y)) et on vérifie que (f) = b.

Enfin, si f € L(E,L(E,F)), alors

1l = sup [[fell = sup (sup IIfm(y)|> = sup[|(f)(z,y)|-
lell=1 lzl=1 \llyll=1 lell=lyll=1

Lemme 5.3. — Supposons [ deux fois différentiable au point a € U et fixrons-nous h € E. Alors
Uapplication g : x — D, f(h) est différentiable au point a et Dog(k) = D2f(k,h). Autrement dit,
Do (Df(h))(k) = D3 f(k, h).

DEMONSTRATION. — En effet, Papplication d’évaluation ev : L € L(E,F) — L(h) € F est linéaire (donc
différentiable) et g = ev o Df puisque g(z) =evo D, f =D, f(h). Donc

Dag(k) = (ev o Da(Df))(k) = D7 f(k)(h) = D3 f (k. h) .
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Remarque 5.4. — En prenant E = RP, et en écrivant

B 82f def. . ad 6f

on obtient, & partir de Do f(h) =" 0;f(a)h;,

p
D2f(k,h) =Y 07;f(a)kih; .
ij=1
5.1 Théoréme de Schwarz

Théoréme 5.5 (Schwarz). — Si f est deuz fois différentiable au point a, alors D2 f est une application
bilinéaire symétrique: pour tous h,k € E, on a D2f(h, k) = D2 f(k,h).

DEMONSTRATION. — il suffit de montrer que |D2 f(h, k) — D2 f(k,h)|| = o((||h]| + ||k]))?) . En effet, si

u,v € E sont quelconques (mais non nuls) alors

1 1
IDZf (w,0) = DEf (v, 0)]| = 5 IIDGf (tu, to) = DEf(tv, tu)|| = o(t*) = o(1)
donc D2 f(u,v) = D2 f(v,u).
On se fixe k, h € E assez petits de sorte que la fonction auxiliaire g : [0,1] — F définie par

g(t) = fla+th+k) — f(a+th) —tD2f(k,h)

soit, effectivement bien définie. Nous souhaitons appliquer le théoréme de la moyenne a g. Cette fonction
est différentiable comme fonction composée d’applications différentiables et

g/(t) = Da+th+kf(h) - Da+thf(h) - sz(kv h) = (Da+th+kf - Daf)(h) - (Da+thf - Daf)(h) - sz(k7 h) .
En remarquant que D2 f(k, h) = D2 f(k +th, h) — D2 f(th, h), on obtient
9'(t) = (Datthrrf — Daf = D3 f(k +th))(h) — (Dasenf — Daf — D3 f(th))(h) .

Soit € > 0. La différentiabilité de D f au point a implique l'existence de r > 0 tel que si v € Bg(0, 1),
alors
IDatuf = Daf = Dif ()| < elluf -

Oun se fixe h,k € Bg(0,7/2) de sorte que, pour tout ¢ € [0,1], on ait ||k + th| < ||k|| + |¢|||h]] < 7. De
méme, on a ||th| = |t|||k|| < r. Donc, pour tout ¢ € [0,1], on obtient

lg" @1l |(Dastnsnf = Daf = Daf(k +th)) (W)l + [(Dasenf — Daf — D7 f(th))(h)]
Da+enkf = Daf =Dof(k + th) [l + |Dasenf — Daf — DL f (th)] |1
e(llth + KA + [1EhllIA]) < e(liAll + IE] + [[RID1A]

2e(|[hll + [1%[1)* -

IN A IA A

On applique maintenant le théoréme de la moyenne & g afin d’obtenir
lg(1) = g(0)| < i lg" D1 < 2e(IRl] + 1&1)? -
On obtient donc
I f(a+h+k) = fla+h) = fla+k)+ f(a) = DL f(k,h)l| < 2e(||hl| + [|K])*.

Par symétrie du role de h et k, on en déduit

D% f (h, k) — DL f(k, )| < de(l[Rll + 1K)
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Corollaire 5.6. — Soit U C R? un ouvert. Si f : U — F est deuz fois différentiable au point a € U,
alors, pour tous i,7 € {1,...,p}, on a

0% f 0% f
a) = a).
Gxiaxj 8.1’]8:1}2
DEMONSTRATION. — D’aprés le théoréme de Schwarz, on a
>’f 2 *f
a) =D2f(e;,e;) =D2f(es,e;) = ——=(a).
awlaxj( ) af( (2] ]) af( J 1) axjal,z( )
|
Corollaire 5.7. — Sous les mémes conditions, si toutes les dérivées secondes (8zjf), i,7 €{1,...,p},
existent et sont continues au voisinage au point a alors
0% f 0% f
a) = a).
6$Z‘8l’j al‘jaﬂl‘,
DEMONSTRATION. — Il découle des hypothéses que les dérivées partielles existent et sont continues,

donc le théoréme 4.6 implique que fest de classe C'. De plus, les dérivées partielles de D f correspondent
aux dérivées partielles secondes de f, donc le méme théoréme implique que f est de classe €? au voisinage
de a. Du coup, le corollaire 5.6 permet de conclure. ]

Exemple 5.8. — Si f n’est pas deux fois différentiable, alors ’ordre des dérivées partielles est impor-
tant. Prenons par exemple f : R? — R définie par £(0,0) =0 et si (z,y) # (0,0),

zy(z® —y?)

floy)=—3 Y

On peut montrer que les dérivées partielles Oy f et Oof existent en tout point et 0102f(0) = 1 alors que
G201 f(0) = —1.

Plus généralement, si f(z,y) = zyg(z,y) si (z,y) # (0,0) et f(0) = 0, ot g admet des dérivées
partielles secondes en 0, alors les dérivées partielles secondes de f en zéro ne commutent pas si

z—0

lim (lim g(z7y)> # lim (lim g(w,y)) .
y—0 y—0 \z—0

5.2 Rappels sur les formes bilinéaires

En préparation pour la suite, on fait quelques rappels sur les formes bilinéaires. Une forme bilinéaire sur
un espace vectoriel E est une application b : E x E — R, linéaire par rapport a chaque variable. Si E est
de dimension finie et B = (ey,...,e,) est une base de E, on lui associe la matrice

Mat (b, B) = (b(es, €j))1<ij<n € Mn(R).
On peut vérifier que b est entiérement déterminée par B: six =), xe; et y =3 ; Yje; alors
b(.’L‘,y) = Z xiyjb(ehej) .
1<i,j<n
Matriciellement, cela s’écrit

Y1
b(z,y) = (z1 ... x,)Mat(b,B) | : | = =Mat(b,B)y.
Yn

Si B’ est une autre base de E et P est la matrice de passage de B vers B’, alors on a

Mat(b, B') = P Mat(b, B)P.
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Enfin, on dit que b est symétrique si b(z,y) = b(y, x), ce qui est équivalent a la matrice de b & étre
symétrique. Si b est symétrique, alors il existe une base dans laquelle b est diagonale.

On dit qu’une forme bilinéaire symétrique b est non dégénérée si Mat(b, B) est inversible. La forme
b, symétrique, est positive si, pour tout x € E, on a b(x,x) > 0; elle est définie positive si, pour tout
x #0,0n ab(z,x) > 0. On a des définitions analogues pour b négative et définie négative.

On remarque que b est positive si les valeurs propres de Mat(b, B) sont positives, et b est définie
positive si les valeurs propres sont strictement positives.

5.3 Hessienne

On suppose dans ce paragraphe que U est un ouvert de R™ et f : U — R est une application & valeurs
réelles.

Définition 5.9. — Si f : U — R est deux fois différentiable au point a € U, alors on définit la hessienne
Hf(a) au point a par la matrice de terme général (azjf(a)),-’j.

La hessienne est donc la matrice de D2 f dans la base canonique. Il découle du théoréme de Schwarz
(et de ses corollaires) que la hessienne est une forme bilinéaire symétrique et on a

D2f(h, k) = "hHy(a)k
pour h,k € R™.

Proposition 5.10. — Si f : U — R est deux fois différentiable au point a, alors il existe € : U — R telle
que

f(x)=f(a)+Dof(z —a)+ %t(l‘ —a)Hy(a)(z — a) + ||z — ale(x)
ot limg 4 e(z) = 0.

DEMONSTRATION. — On considére la fonction auxiliaire g : U — R définie par

o(x) = F(@) ~ F(a) = Duf(x —a) — 3z — a)H;(a)(x — a)

que l'on différentie pour x assez proche de a en se souvenant que le dernier terme est bilinéaire en x, cf.
§3.1:
ng(h) = le(h) - Daf(h) - t('r - a)Hf(a)h = le(h) - Daf(h) - Dgf($ —a, h) .

Soit € > 0; comme Df est différentiable au point a, il existe § > 0 telle que, si ||z — a|| < 4, alors
ID.gll < e|lz — al|. Du coup, le théoréme de la moyenne implique, pour x € B(a, d),

1
If(z) = f(a) =Daf(z —a) = 5 (@ —a)Hs(a)(z —a)|| = llg(z) - g(a)]
< sup [[Dygll - [lz —af
y€(z,al
< ellz—al?.
Ceci conclut la démonstration. [ ]
Corollaire 5.11 (extrema locaux). — Soit f : U — R une application deuzx fois différentiables. Si

a est un mazimum local (resp. un minimum local) alors Do f = 0 et Hy(a) est négative (resp. positive).
Réciproquement, si Do f = 0 et Hy(a) est définie positive (resp. définie négative) alors a est un minimum
local strict (resp. maximum local strict).

Remarque 5.12. — Hy(a) est (définie) positive si ses valeurs propres sont (strictement) positives, et
Hy(a) est (définie) négative si ses valeurs propres sont (strictement) négatives. Si les valeurs propres
sont de signe différent, alors a n’est pas un extremum.
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DEMONSTRATION. — Supposons que a est un maximum local. La proposition 3.12 nous affirme que
D,f = 0. Du coup, sur un voisinage B(a,r) suffisamment petit de a, la proposition précédente nous
affirme, que pour h € E et t € [0,7/]|h]l],

t2
fla+th) = f(a)+ 5 hH ¢ (a)h + t2||h]|*e(th) < f(a)
d’ou 1
5 hH(a)h < —| h|%e(th).
En prenant la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient AH(a)h < 0. Comme h est arbitraire, on en déduit
que Hy(a) est négative.

Si @ est un minimum local, le méme argument montre WHy(a)h > 0 pour tout i € E, impliquant
que Hy(a) est positive.

Supposons maintenant D, f = 0 et Hy(a) définie positive. Alors, pour h assez petit, on a
1
fla+h) = fla)+ 5 hHy(a)h+ [[h]*e(h) .

D’aprés le lemme 5.13 ci-dessous, il existe ¢ > 0 tel que hHy(a)h > c||h||?>. Prenons maintenant h assez
proche de 0 pour que |le(h)| < (¢/4). 11 vient

flath) 2 f@)+ ZInIP > f(a).

Donc a est un minimum local strict.
Si Hf(a) est définie négative, alors —Hy(a) est définie positive, donc il existe ¢ > 0 telle que
thH(a)h < —c||h||?. Du coup, I'argument précédent montre

c
fla+h) < f(a) - illhl\2 < f(a).
Donc a est un maximum local strict. [ |

Lemme 5.13. — Soitb: EXE — R une forme bilinéaire définie positive définie sur un evn de dimension
finie. Il existe ¢ > 0 telle que, pour tout x € E, on ait b(x,z) > c||z||?.

DEMONSTRATION. — Soit S = {z € E,||z|| = 1}. L’application z — b(z,z) est continue d’aprés la
proposition 2.14, donc atteint son minimum sur S qui est compact en un vecteur zy # 0. Du coup, on a,
pour tout = € E, b(x, z) > b(xo, z0)||z||?, avec bz, 2¢) > 0. [

Corollaire 5.14 (Lagrange). — Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R une application deuz fois
différentiable en a € U tel que D, f = 0. On pose

0% f 0% f
s = axay(a)7 767y2(a)

— Sirt —s2 >0 alors f admet au point a un extremum local strict. Sir > 0, alors a est un minimum
et sir <0, alors a est un mazximum.

o f
r= @(a)v

— Sirt —s? <0, alors f n’admet pas d’extremum local au point a.

DEMONSTRATION. — On vérifie que Hy(a) est définie positive ou négative si 7t — s? > 0, avec Hy(a)
positive si 7 > 0 et négative si 7 < 0. En effet, le polynome caractéristique de Hy(a) est

XA) = A2 — (r+ A+ (rt — 57).

Du coup, le discriminant vaut (r +t)2 — 4(rt — s2) = (r —t)2 + 4s% > 0 et on a bien deux valeurs propres
réelles, dont le produit est 7t — s2. Si le produit est strictement positif, alors les deux valeurs propres sont
du méme signe (et non nul), donc Hy(a) est définie positive ou négative. Si le produit est strictement
négatif, alors les valeurs propres sont de signe opposé, donc H¢(a) n’est ni positive ni négative. Du coup
a ne peut étre un extremum local d’aprés la condition nécesaire du corollaire 5.11.

Si rt —s? > 0 alors r et ¢ sont de méme signe, donc le signe de la somme des valeurs propres est
celui de r. [ |
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6 Différentielles d’ordre quelconque

On adapte le paragraphe précédent aux différentielles d’ordre supérieur. On commence par identifier leur
nature.

Lemme 6.1. — Soient E,F deuz espaces vectoriels normés. On note L1(E,F) = L(E,F), puis par
récurrence Lpi1(E,F) = L(E, L,(E,F)). Pour tout n > 1, il existe un isomorphisme canonique entre
L, (E,F) et Uespace L™(E,F) des applications n-linéaires f : E™ — F préservant les normes.

On rappelle que £"(E,F) est muni de la norme

IL] = sup IL(z1,...,20)] -
lzill=llzzll=...=[lznl=1
DEMONSTRATION. — On procéde par récurrence. Les cas n = 1,2 ont déja été traités. Supposons que
la conclusion du lemme soit vraie en rang n, et montrons-la au rang n + 1. On définit ® : £, 1 (E,F) —
L"(E, F) en posant
QL) (21,2, @s1) = L) (02, - )

La linéarité par rapport a la premiére variable découle du fait que L € L(E, £,,(E, F)), et la linéarité par
rapport aux autres variables vient de I’hypothése de récurrence.

Le reste de la démonstration suit celle du lemme 5.2. [ ]

Définition 6.2. — Soit p > 2. On dit que f : U — F est p fois différentiable au point a € U si f est
(p—1) différentiable sur un voisinage V de a et si la différentielle de rang (p—1) DP=1f : V — £, _1(E,F)
est différentiable au point a. L’application est p fois différentiable sur U si f est p fois différentiable en
tout point de U. Elle est de classe CP si f est p fois différentiable et si la différentielle p-iéme a — DP f
est continue. On dit que f est de classe C*° sur U si f est différentiable p fois pour tout p > 1.

Si f est p fois différentiable, on obtient par récurrence

Do(D(... (D(Df(h1))(h2)) - ) (hp-1))(hp) = DEf (hp, -, ha) -

Remarque 6.3. Si f est p-différentiable au voisinage de a et si DPf est q fois différentiable, alors f
est (p+ q) fois différentiable et DPV4 f = D4(DP f).

6.1 Symétrie des différentielles et dérivées partielles
Une application k-linéaire f : E¥ — F est symétrique si, pour toute permutation ¢ € & et tout
(71,...,2x) €EE* on a

f(I17~"7Ik) = f($0(1)7"~7$a(k))'

Théoréme 6.4 (de Schwarz généralisé). — Si f est p fois différentiable au point a, alors DEf est
une application p-linéaire symétrique.

DEMONSTRATION. — On procéde par récurrence sur p. Le cas p = 2 est connu, donc supposons
p > 3 et les cas j < p connus. Soit (hq,...,h,) € EP. Si f est p fois différentiable, alors 'application
x> D22 f(hs,..., hy) est deux fois différentiable au point a, donc le théoréme de Schwarz implique

D2 f(hi,ho, ..., hy) =D f(ho,h1, ..., hp).
Or, notre hypothése de récurrence implique aussi que pour toute permutation o € &,_1, on a
D2t f(hgy... hy) = Dg_lf(ha(g), s b))
pour x assez proche de a, donc en différentiant au point a, on obtient
DY f(hi,hoy ... hy) = D8 f(h1, ho(2), s hop)) -

Pour conclure, on remarque que &, est engendré par la transposition (1, 2) et les permutations qui fixent
1. On en déduit donc

DL f(h1,ha, ... hy) =D f(ho), -5 Pop))

pour toute permutation o € G,,. |
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Soient U un ouvert de R™ et f : U — F une application. Pour p > 1 et jq,...,jp, € {1,...,n}, on
définit la dérivée partielle par le vecteur

T e RN W)

o ale . a.%’jp
s’il est bien défini. Si f est p fois différentiable, alors on obtient par récurrence
afl,uﬂpf(a) =Dl f(ej,...,e5,)-

De plus, si, pour j € {1,...,p}, on note

alors on obtient, sans tenir compte des symétries,
n
DA f(hy,. . hy) = Y 0 fla)hdt .. b
Jise-sJp=1
Cette formule et le théoréme de Schwarz généralisé impliquent

Corollaire 6.5. — Si f est p fois différentiable au point a, alors, pour toute permutation o € &, on a
» _ v
i (@) = 050 o) T

6.2 Propriétés et exemples

On énonce quelques propriétés qui découlent sans malice des propriétés déja établies des applications
différentiables en procédant par récurrence.

Proposition 6.6. — Soient U un ouvert dun evn E, a € U, p > 1 et f : U — F une application a
valeurs dans un evn F.

1. SiE est un produit fini E1 x...xEy, d’evn, alors f est de classe CF si et seulement si les différentielles
partielles d’ordre au plus p existent et sont continues le long de chaque sous-espace E;.

2. Si F est un produit fini d’espaces F1 X ... x Fy, alors f = (f1,..., fr) est de classe CP si et seulement
si f; est de classe CP pour chaque j € {1,... k}.

3. La combinaison linéaire d’applications de classe CP dans U est de classe CP dans U.

4. Si L : F — G est une application linéaire et f est différentiable p fois au point a, alors Lo f est
différentiable p fois et DE(Lo f) = LoDP2f. De méme, si L : G — E est linéaire, L(b) = a, alors
(foL) estp fois différentiable au point b et DY (f o L)(ha, ..., hy) = D? f(L(h1),...,L(hy))).

Cela nous permet de montrer

Exemple 6.7. — Une application k-linéaire f : Eq1 X ... X Ex — F est de classe C et les différentielles
d’ordre p > k + 1 sont toutes nulles.

DEMONSTRATION. — On procéde par récurrence sur k. Pour le cas k = 1, on sait déja que D, f = f
pour tout a € E;, donc Dyypf — Dof = f — f = 0. Supposons maintenant le cas (k — 1) connu et
considérons une transformation k-linéaire. D’aprés le théoréme 4.7, on obtient

k
Daf(hl,...,hk):Zf(al,...7aj,1, hj ,aj+1,...,ak)
= X ~—
jéme place

soit
Daf(hl, .. .,hk) = f(hl,ag, .. .,ak) + f(al,hg,ag, . ,l‘k) + ...+ f(al, .. .,ak._l,hk).
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Donc Df est la somme finie de la composée de la projection de E; x ... xE sur By x... xE;_1 xE 11
... x Ei et de lapplication (k — 1)-linéaire de Eq x ... x E;_1 x Ej11 x ... x Ej, sur L(E;, F) définie par

(xl,...,xj_l,xj_,_l,...,xk) — (h € Ej — f(xl,,...,xj_l,h,xj+1,...,xk)).

Donc 'hypothése de récurrence s’applique et la proposition précédente permet de conclure. [ ]

Proposition 6.8. — Soient p € NU{oo}, E,F, G trois evns, U un ouvert de E, V un ouvert de F, a un
point de U, et f: U—F et g: V— G deuz applications telles que f(U) C V.

1. Si f est p fois différentiable au point a et g est p fois différentiable au point f(a) alors (go f) estp
fois différentiable au point a.

2. Si f et g sont de classe CP alors (go f) est de classe CP.

DEMONSTRATION. — On procéde par récurrence: le cas p = 1 est connu, et de plus Dy(g o f) =
Dy(a)g © Do f. Supposons maintenant la proposition connue au rang (p — 1) > 1 et montrons-la au
rang p. Sans perte de généralité, on peut supposer que f est p fois différentiable sur tout U et g sur
tout V. On remarque que z — D, (g o f) est la composée de ¢ : U — L(E,F) x L(F,G) définie
par ¢(x) = (D f,Dy)g) et de I'application bilinéaire ¢ : L(E,F) x L(F,G) — L(E,G) définie par
P(A,B) = Bo A. D’aprés 'exemple précédent, 1 est de classe C, et les applications composantes de
¢ sont (p — 1) fois différentiables, donc ¢ aussi. On en déduit que (g o f) est p fois différentiable. Si les
différentielles d’ordre p sont continues, alors on en déduit que (g o f) est aussi de classe CP. ]

On obtient par récurrence

Proposition 6.9. — Soient U un ouvert d’un evn et f,g: U — R des applications p fois différentiables
(resp. de classe CP), alors le produit (fg) est aussip fois différentiable (resp. de classe CP).

Exemple 6.10. — Toute application polynomiale ou rationnelle f : R™ — R est de classe C> la o elle
est définie.

Exemple 6.11. — L’application f : GL(E,F) — GL(F,E) définie par f(u) = u~"' est de classe C.

DEMONSTRATION. — Soit ® : E — F un isomorphisme. On considére g : GL(E) — GL(E) définie
par g(u) = u~! et les applications linéaires Ag : L(E,F) — L(E) et By : L(E) — L(F,E) définies
par Ag(u) = @1 owu et Bp(u) = uo® ! OnavuD,g(h) = —ulohout Or f=BgogoAs
de sorte que, par linéarité et composition, on obtient aussi D, f(h) = —u~!ohowu~!. On l’écrit sous
la forme D, f = 1oy ot ¢ : GL(E,F) — L(F,E) x L(F,E) est définie par p(u) = (=1, u"!) et
Y : L(F,E) x L(F,E) —» L(L(E,F), L(F,E)) est définie par 1(vq,v2)(h) = —v1 o h o ve. Par récurrence,
I’application ¢ est de classe CP si f est de classe CP et 1 est de classe C*° car bilinéaire. Donc D f est de
classe CP et f de classe GP*1L, [

7 Développements limités

On adapte les formules de Taylor aux applications de plusieurs variables. Les hypothéses chaque fois sont
différentes, et il convient de bien les retenir. On commence par le cas de polyndémes ot on obtient une
formule exacte.

7.1 Polyndmes généralisés
Définition 7.1. — Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie.

1. Soit k > 0; une application f : E — F est un polyndme homogéne de degré k s’il existe une application
k-linéaire symétrique g : E¥ — F telle que f(x) = g(z,...,x). Sik =0, f est constante.

2. Soit d > 0; un polynome de degré d P : E — F est une combinaison linéaire de polyndémes homogénes
de degré k < d de sorte que le polynome homogéne de degré d est non identiquement nul.
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Théoréme 7.2. — Soit P : E — F un polynéome de degré d > 0. Alors

d
P(x) = Z

| =

'DSP(x,...,.I’).
! ——r
k fois

o

On traite d’abord le cas des polyndémes homogénes.

Proposition 7.3. — Soit f : E — F un polynéme homogéne de degré k > 0, alors f est de classe C*>°,
DPf=0sip>ket sip<k,

k!
DPf(h,...,h) = —g(z,...,z,h,..., h)
k—p fois  p fois
ou f(x) =g(x,..., ).
DEMONSTRATION. — On considére pour chaque j > 1, Papplication linéaire A; : E — E/ définie par
Aj(z) = (z,...,z) de sorte que f = g o A pour un polynoéme homogéne de degré k.
——

j fois
On proceéde par récurrence sur k. Prenons k& = 1, de sorte que f = g € L(E,F). Si p = 0 alors
DYf = f(z); si p=1alors D, f = f = g pour tout € E. Du coup, Dy4sf — D, f = 0 impliquant ainsi
D2f = 0 et plus généralement DP f = 0 pour tout p > 2.
Supposons maintenant la proposition établie jusqu’au rang (kK — 1) > 1 et prenons un polynéme
homogeéne de degré k de sorte que f = g o Ay. D’aprés 'exemple 6.7, on obtient

Dmf(h) = DAk(x)g(Ak(h)) = k:g(m, s 7I>h) = kg(Akfl(‘T)a A1(]7'))
k—1

par symétrie, donc Df est un polynéme homogene de degré (k — 1) a valeurs dans £(E, F). L’hypotheése
de récurrence s’applique de sorte que

— Sip <k, alors

o1 B kEx (k—1)!
Dx (Df)OAP—l - [(k_ 1) — (p_ 1)]!9(Ak—p(x)7Ap—17A1)
donc Kl
Difo A, = Dgil(Df) oA, = WQ(Ak—p(x)v Ap).

— Sip>k:alorsp71>kfletD§f:D§:_1(Df):0.

|

DEMONSTRATION DU THEOREME 7.2. — On considére pour chaque j > 1, 'application linéaire A; :

E — E? définie par Aj(z) = (z,...,z). Il existe des polynomes homogénes Pj et des applications
——

j fois
k-linéaires et symétriques gi de degré k pour k variant de 0 a d tels que Py = g o Ag et P = ZZ:O Py.
D’aprés la proposition précédente, on a

DEPL(Ay(R) =
0 sip>k
Par conséquent, D§P = klg; et
d_ 4 d
> ED'SP(AIC(:U)) = gk(Ax(x)) = P(x)
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Si f: U — F est une application p fois différentiable, alors ses différentielles sont des applica-
tions multilinéaires symétriques, donc on peut appliquer ce qui précéde. On introduit d’abord quelques
notations.

Notations.— Afin de simplifier les notations, on introduit le formalisme suivant. Un multi-indice est
un n-uplet d’entiers naturels a = (o, ..., a,), a; € N. Sa longueur vaut |a| = Z?:l Q.
On définit aussi a! = aq! X ... X a,! et A = AT .. A% si h = (h1,...,h,). Enfin, pour une

application p fois différentiable définie sur un ouvert de R™, on écrit, pour un multi-indice de longueur p

(8% (8% 81)
3af:31“~3n"f:m

ol le symbole 8;” signifie que 'on dérive «; fois dans la direction e;.

Lemme 7.4. — Etant donné un multi-indice o € N" de longueur p, le nombre m(«) de p-uplet (j1, ..., jp)
qui comportent exactement «y termes prenant la valeur k vaut

! !
m(a) = rp__ P
al oyl ay!
DEMONSTRATION. — Le nombre m(«) est déterminé par le choix de ay indices parmi p, puis de ao

indices parmi les (p — o) restant, etc. D’ou

_ _ 5wl o !
m(a)Z(O]:)x( a“l)x...x(P Zm%):'p )
1 2 (67 A1:...0pn!

|
Corollaire 7.5 (formule du bindéme généralisé). — On a, pour x1,...,2, € R, k > 1,
k
n
k!
> = >
j=1 aEN", |a|=k

Corollaire 7.6 (expression développée de la différentielle). — Soit f : U — F une application p
fois différentiable en un point a d’un ouvert U de R™. On a, pour tout h € R",

1 1
—D2f(h... W)= > —dufla)h”.
p! “ a€N™ |a|=p o

7.2 Formule de Taylor-Young

Cette formule décrit le comportement local d’'une fonction au voisinage d’un point.

Théoréme 7.7 (Taylor-Young). — Soit f : U — F une application différentiable p fois au point a € U.
Soit r > 0 tel que B(a,r) C U. Il existe £ : B(0,7) — F telle que limge = 0 et, pour tout h € B(0,r),

Z SDAF o)+ [BPe(h).

k

DEMONSTRATION. — On procéde par récurrence. Le cas p = 1 est connu. On suppose que la formule
est établi jusqu’au rang (p — 1) > 1. On considére la fonction auxiliaire g : B(0,7) — F définie par

g(x) = Z

k=0

)
w_/
k

k“)—\
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que 'on différentie grace a la formule établies pour les polyndémes homogénes:

ng(h) = Da+xf(h) - Z (k’ _1 1)|D2f(1‘, e .,SC,h) :

k=0

k-1

Soit € > 0; comme D est différentiable (p — 1) fois au point a, il existe § > 0 telle que, si ||z|| < §, alors
[D.gll < ellz||P~t. Du coup, le théoréme de la moyenne implique, pour h € B(0,§),

| =

!Dﬁf(h, o= llg(h) —g(0)]
k

o

fla+h)— Z
k=0

< sup  |Dagl- A
z€B(0,[[A])
< e AP
|
7.3 Formule de Taylor avec reste intégral
Par convention, si f = (f1,..., fa) : [a,b] = R™, est une application continue, on pose
b
J fi(x)dx
b a
| ta@ae=|
a b
J fn(l‘)dl‘
Théoréme 7.8 (Taylor avec reste intégral). — Soit f : U — F une application de classe CPT(U)
définie sur un ouvert convexe. Pour tout a,b € U, on a
P q 1t
1
F) =3 EDEFb 0 b—a)+ HLG DI Fb—a,.. b a)dt.
k=0 k p+1
DEMONSTRATION. — Cela découle de la formule en dimension 1; Soit g : I — R une fonction de classe
CPTL(I) définie sur un intervalle ouvert contenant [0,1]. Alors on a
P g 1t
=Y —¢®0 7J 1—t)Pg®tV(1)dt 7.1
g(1) ;}klg ()+p10( )Pgr(t) (7.1)

Montrons (7.1) par récurrence sur p. Si p = 0, c’est le fameux théoréme fondamental de 'analyse:
1

a(1) - g(0) = j J(t)dt.

0

Supposons la formule (7.1) établie pour les fonctions de classe 7, et supposons g de classe CP*1. On part
donc de
1

(p—1)!

et on intégre par parties le reste intégral en prenant une primitive de (1 —¢)?~! de sorte que

o) = 3 g0+ o | (-0 g s
k=0"" 0

1 1

(p—1)!

[[a-orgwa = “La—orgo] + L[ a-orgrwa
p! P o

0

0

1 1
= —g® - P o(p+1)
= g’ (0) + J 1-1)Pg t)dt.
Du coup, on obtient bien (7.1).

La formule de Taylor avec reste intégral s’obtient en appliquant (7.1) a la fonction auxiliaire g :
[0,1] — R™ définie par g(t) = f(a +t(b — a)). ]
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Corollaire 7.9 (Majoration du reste). — Soit f : U — F une application de classe CPT1(U) définie
sur un ouvert convere. Si |DPYLf|| <M sur U, alors, pour tout a,b € U, on a

P
1 M
~> =DFfb—a,....b—a)|| < ——|b—a|PF".
> Psfb b < bl
k=0 4
DEMONSTRATION. — On estime le reste intégral
L[ p+ L p+
ol 0(lft) D, (- a)f( yoo,b—a)dt|| < ol . (1—-t)?|D? Ft(b— a)f( ., b—a)||dt
p+1 p+1
1t
< f,J (1 —t)PM||b — a|/"™ dt
b-Jo
M
< 16— al*
(p+1)!

7.4 Formule de Taylor-Lagrange

Dans ce paragraphe, on s’intéresse & des applications & valeurs réelles f : U — R définies sur un ouvert
convexe d’un espace vectoriel normé E.

Théoréme 7.10 (Taylor-Lagrange). — Soit f : U — R une application définie sur un ouvert convezre
d’un evn E, différentiable (p + 1) fois sur U. Pour tous a,b € U, il existe ¢ € |a, b] tel que

p

1 L pe
;k— .,bfa)Jr( 1)' flb—a,....,b—a).
= k p+l
DEMONSTRATION. — On considére la fonction auxiliaire g : [0, 1] — R définie par
p k +1
(L=1)" & (1—t)P
= D b—a,....,b—a)+K — f(b
kZ:O ario-a (0 —a @) + Koy — )

ou lon fixe la valeur de K de sorte que ¢g(0) = 0. On différentie g, différentiable par hypothéses:

P P k-1
1-— 1—-1¢ 1-%)P
gt = 2( o t)* D’“H(b b= ..,b—a)—§ a-y— ki) ' D§+t(b_a)f(b—a,...,b—a)—K( |)
P | \—,_/ — ( ]_), ———— p!
L= k+1 - k
p+1 k—1 p k—1
A=t & (A=t Jk (L=t
= YD e fb—a . b—a) =Y T DE o fb—a,... b—a) —K
= (k—1)! a+t(b )f( ) ] (k—1)! +t(b )f( ) P!
k k
(L=t (1t
- pri! b—a)—K
p a+t(b— a)f( ) p|

p+1

Or g(1) = g(0) = 0, donc le théoréeme de Rolle implique I'existence de 6 €]0, 1] tel que ¢’(f) = 0, ce qui
nous permet d’obtenir
K= Dp+0(b ofb—a,....b—a).
p+1

Le fait que g(0) = 0 implique, en notant ¢ = a + 6(b — a),

P
1 1
=Yy —Dff(b—a,....b— DE f(b—a,...,b—a).
kZ_Ok! S0z boa)t oD (b a)
= k p+1
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Remarque 7.11. — Cette formule n’est pas valide pour des fonctions a valeurs vectoriels. Autrement dit,
il n’y a pas de raison que l’on puisse choisir la méme valeur du segment pour chaque composante. Prenons
par exemple g : [0,1] — R? définie par g(t) = (t2,t3). On a donc ¢'(t) = (2t,3t), g(1) — g(0) = (1,1) et 4l
n’existe pas de valeurs de t vérifiant 2t = 3t = 1.



