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Calcul différentiel et optimisation

PLANCHE D’EXERCICES 2

Exercice 1 Soit 2 C C un ouvert. Une fonction f : @ — C est dite holomorphe si V z € €, il

flz+h) - f(2)
h

existe une limite :

/ .

fl(z) = ]’11,112) eC.

1) Onécrit f(z) = f(x +iy) = P(z,y) + iQ(z,y). Montrer que si f est holomorphe sur 2 C C
alors f est différentiable comme fonction des deux variables (z,y) sur Q C R2.

2) Montrer que le Jacobien de f au point (z,y) € €2 est une matrice de similitude.

3) Montrer que f est holomorphe sur €2 C C si et seulement si f est différentiable sur Q C R? et

vérifie les conditions de Cauchy-Riemann :

oP _09Q 9P _ 0@
or oy ' 9y Oz’

Exercice 2 Soient f et g deux fonctions de classe C' de R? dans R. On définit la fonction
F :R? — R par

o) = fz,y) si g(z,y) >0
Fey {f(ff,y)+g(x,z,/)2 si g(z,y) <0.

Montrer que F est de classe C'! sur R?.

Exercice 3 Soit E un espace vectoriel normé sur R et soit f : R?> — E une application de

classe C'* sur R2. On suppose que f vérifie :

Y(s,t) € R?, ¥(m,n) € Z?, f(s+m,t+n)= f(s,1) (%)
a) Démontrer que D f : R? — L(R?, E) vérifie aussi la propriété (*).
b) Démontrer qu’il existe M > 0 tel que

Vo € R?, Wy € R, || f(z) - f(y)|| < Mz —y

Exercice 4 Soient E et F' espaces vectoriels normés, soit {2 un ouvert convexe de E et soit
f : © — F une application différentiable sur 2. Démontrer que f est lipschitzienne sur € si et
seulement si D f est bornée sur ().

Exercice 5 Si A désigne une partie d’un espace vectoriel normé, on désigne par 6(A) son diamétre.
Soient F et F' deux espaces vectoriels normés et soit ( f,,),>1 une suite d’applications différentiables
de F dans F telles que

Vn 21, Ve € B, [Dfu(x)] < 12
Soit B une partie bornée de E. Que peut-on dire de lim,, oo 6(fr(B)) ?

Exercice 6 Soit U C R"™ un ouvert convexe et f : U — R une application différentiable, telle que
sa différentielle D f soit constante sur U. Montrer que f est la restriction a U d’une fonction affine
(X1, . 2n) = X qa;x; + .
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Exercice 7 Soit g : R™ — R™ une application différentiable vérifiant :
3k €]0, 1] tel que Vo € R™, || D,g| < k.

1) Montrer que f = Idr~ + g est injective.
2) Démontrer que I’image réciproque par f d’une partie bornée de R™ est une partie bornée.

Exercice 8 Soit U un ouvert non vide de R™ et V' C U une partie convexe, non vide et fermée
dans R™. Soit f : U — R™ une application différentiable telle que f(V) C V et sup||D.f]| < 1.
zeV

Démontrer que f posseéde un unique point fixe dans V.

Exercice 9 Soient f : R? — R? définie par f(z,y) = (22 —y, 22 + y*)etg = fo f.

1) Montrer que f et g sont de classe C!.

2) Calculer la différentielle D 0)g et en déduire qu’il existe p > 0 tel que pour tout (z,y) €
B((0,0), p), ona || D gl < 3

3) Montrer que g admet un unique point fixe dans B((0,0), p).

Exercice 10 On considere I’application F' : R? — R? définie par
F(z,y) = (cosx —siny, sinx — cosy).

1) Montrer || D, ,,F| < v/2 pour tout (z,y) € R
2) En déduire que la suite récurrente définie par (¢, yo) et pour n > 1

coS Ty — siny, sin &, — cosyn,

Tn+1 = f et Yn+1 = 2 )

converge pour tout (g, yo)-
3) Donner I’équation vérifiée par sa limite.

Exercice 11 Soient U un ouvert de R™ et f une application différentiable de U dans R tels que
Ponait || Dy f|| < k| f(z)|, pour tout z € U. Soita € U tel que f(a) # 0. Montrer que pour = assez

voisinde a,on a:

|f(@)] < Hemel| f(a)).

Exercice 12 Soit  un ouvert convexe de R™ et f : Q — R™ une application de classe C*.
Montrer que, pour a, beq,

[£(6) = f(a) = Daf(b—a)|| < [|b—al sup [[Def— Dafl|.

c€la,b]
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