Aix—Marseille Université 2017-2018
Mathématiques — L3
Calcul différentiel et optimisation

PLANCHE D’EXERCICES 1

Exercice 1 Démontrer que la fonction f : R — R définie par f(x) = z™, avec n € N*, est
dérivable et calculer sa dérivée.

Exercice 2 Soit f : R — R la fonction définie par

Osiz=0,

fz) =

N
xsin — sixz # 0.
T
Est-ce que f est continue, dérivable ?

1
2sin(=) pour z # 0 et par
x

Exercice 3 1) Vérifier que la fonction réelle définie par f(z) = «
f(0) = 0 est partout dérivable mais non C'* a1’ origine.
2) Vérifier que f(x) = z*|z| est exactement de classe C*.

3) Soit a < bet f définie sur R par :

0 ' six ¢la,b]
b) siz €la,b| .

a—x T —

fz) =

exp (
b
Montrer que f est C°° sur R. On pose A = / f(t)dt. On définit ensuite sur tout R :
@ =7 [ s
SD - A " .

Vérifier que ¢ est C'°°, croissante, qu’elle est nulle pour x < a et vaut 1 pour b < .

Exercice 4 Etudier 'existencedelalimite  lim  f(w,y) et des limites itérées lim lim f(z,y),

K 0,0 z—0y—0
ii‘?)iéoo? 70 £
lim lim f(x,y) pour les fonctions suivantes.
y—0x—0
y#0 70
Tr+vy LY
; &€, O, 0 oR) T,y O, 0
D feg=q e CVFOO ey =) w007 OO
0, (.I‘, y) = (07 0) 0, (I, y) = (O’ 0)
1 1 1
(x+y)sin—sin—, z#0Oety#0 sin—, x#0
3 fay) = =y L oa Sy =] P T
0, z=00uy=0 0, T =

Exercice 5 FEtudier Iexistence des limites suivantes :

2 3
22y I I B 1]

1) lim , 2) im PR T 3 5
(z,y)—(0,0) T + Yy (x,9,2)—(0,0,0) 22° + yz (z,y)—(0,0) % + Yy
z+y#0 223 +y22#0 (z,9)#(0,0)
a:4y TY + Yz
4 li , 5 li —_—.
) (2.)2(0,0) 72 — 2 ) (29,9 5(0,0,0) 72 + 252 + 322
T#y (z,y,2)#(0,0,0)

Exercice 6 Soit f : R? — R définie par :

0si(z,y) = (0,0),

[l y) = x2?y2 si (z,y) # (0,0).

L’application f est-elle continue ?
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Exercice 7 1) Calculer la différentielle a 1’origine des applications :
f:R? =R, flz,y)=1+z+y+ay,

g:R* =R, g(x,y,2) =2+ 32 + zy + zsin(z? + y?),
h:R* %R, h(z,y) =14+ zv/y% + 2.

2) Calculer les dérivées partielles de la fonction i et montrer qu’elles sont continues.

Exercice 8
1) Soit f : R? — R définie par :
0si (z,y) = (0,0),

_ 2
flz,y) xfijl—y? si(z,y) # (0,0).

L’application f est-elle continue ?

Calculer les dérivées partielles de f. Sont-elles continues sur R? ? Pour tout p # (0,0) et tout
v = (h, k) de R?, calculer directement :

= 1m
t—0,t£0 t

L’ application f est-elle différentiable en (0, 0) ?
2) Mémes questions pour les applications g, h : R? — R définies par :

0si (z,y) = (0,0), 0si (z,y) = (0,0),
glz,y) = %Y si (z,y) # (0,0) et h(z,y) = z’y

/2% + 42 Y si (z,y) # (0,0).
Exercice 9 Soit f : R? — R définie par :

Osiz =0,

yexp(——5)
= X DY
f@y) T Sin A0,

2

y* +exp(——)

Démontrer que f n’est pas continue en (0, 0), mais que toutes les dérivées directionnelles f; (0, 0)

existent et sont linéaires en v.

Exercice 10 Soit f : R? — R définie par

2

7Y
1, 9> €z, 07 0 )
fay) =4 T3 (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0).
1) Montrer que les dérivées partielles % et % existent en tout point de R?.

2) Montrer que les dérivées directionnelles f (0, 0) existent pour tout v € R2.

3) Montrer que f n’est pas continue en (0, 0).

Exercice 11 Déterminer, pour chacune des fonctions suivantes, le domaine de définition D . Pour

chacune des fonctions, calculer la différentielle en chaque point du domaine de définition lorsqu’elle

existe :
L f(z,y) = 2° exp(zy),
2. f(z,y) =In(x + /22 + y?),
3. f(x,y) = sin®z + cos?y,
4. f(x,y,2) = 2%y%\/z.
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Exercice 12 Soit f la fonction sur R? définie par f(x,y) = x cosy + yexp z.
1. Calculer la différentielle de f.
2. Soitv = (cos#,sinb), § € [0, 2x[. Calculer D, f(0,0).

Exercice 13 Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = (22 + y?)® pour (z,y) # (0,0)
et £(0,0) = 1.
1. La fonction f est-elle continue en (0, 0) ?

2. Déterminer la différentielle de f en un point quelconque distinct de 1’origine.

3. La fonction f admet-elle des dérivées partielles par rapport a , a y en (0,0) ?

Exercice 14
Soit f: R3 — R une fonction de classe C" et soit g: R? — R la fonction définie par

g((,E,y7Z) :f(:v—y,y—z,z—x).

Montrer que

Exercice 15 On considere les fonctions f: R? — R3 et g: R? — R définies par
f(z,y) = (sin(zy), y cos z, wysin(zy) exp(y?)),  g(u, v, w) = wow.

1. Calculer explicitement g o f.
2. En utilisant I’expression trouvée en (1), calculer les dérivées partielles de g o f.
3. Déterminer les matrices jacobiennes J¢(z,y) et J,(u, v, w) de f et de g.

4. Retrouver le résultat sous (2.) en utilisant un produit approprié de matrices jacobiennes.

Exercice 16

Soit R, [X] I’espace des polyndmes de degré < n. Etudier la différentiabilité des applications

P~ P,

1
Pl—>/ (P? - P?),
0

P~ P — P2

Exercice 17

Soit det : M,,(R) — R I’application qui & une matrice carrée d’ordre n associe son déterminant.

1) Montrer que det est de classe C*°.

2) Calculer les dérivées directionnelles de det par rapport a chaque vecteur de la base canonique de
M, (R).

3) Donner I’expression de la différentielle de det.
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