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Ce chapitre compléte le chapitre sur la diagonalisation. On traite de différents théorémes fondamen-
taux de réduction. Le texte comporte deux appendices rappelant la notion de matrices des cofacteurs et
traitant de I'arithmétique élémentaire des polyndémes.

Introduction

On se donne un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps commutatif K (que 'on peut penser
comme étant R ou C) et un endomorphisme u € £(E). La question traitée dans ce chapitre est la suivante:
quelle est la forme la plus simple pour exprimer u dans une base?

1 Polynétmes d’endomorphismes

Soit P € K[X] un polynome a coefficients dans K.

Considérons un espace vectoriel sur K et un endomorphisme u € £(E). On définit u° = Id, et par
récurrence, u" ! = ™ ou pour n > 0. Si P(X) = agX% + ... 4+ a1 X + ag, on associe I’endomorphisme
P(u) € L(E) définie par

d
P(u) = aqu® + ... 4+ aju + agld = Zajuj .
j=0

Remarquons tout de suite que si x est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A € K alors
u? () = Mz pour tout j > 0 et

P(u)(z) = ag\% + ... + a1 Az + apxr = P(\)z. (1.1)

Enfin, notons que si P et Q sont deux polynomes, alors (PQ)(u) = P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u). En
effet, si P(X) = Y a; X" et Q(X) = >"b,;X7 alors

Plu)oQu) = P(u) (3 bju’ | =3 b;P(u) (v/)

o) pone
J i i,

= (PQ)(u).
De méme, si A € M,,(K), n > 1, on définit P(A) € M, (K) en posant

d
P(A) = agA? + ...+ a1 A + agl, = ZajAj ,
§=0

ott AY =1, désigne la matrice identité.

On énonce un résultat fondamental de la théorie:
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Lemme 1.1 (des noyaux). — Soit u un endormorphisme d’un espace vectoriel et soient P et Q deux
polynoémes premiers entre eux. Alors

Ker (PQ)(u) = Ker P(u) @ Ker Q(u) .

De plus, les projecteurs sur KerP(u) et Ker Q(u) parallélement o Ker Q(u) et Ker P(u) respectivement
sont des polyndomes en u.

DEMONSTRATION. — Comme P et Q) sont premiers entre eux, le lemme de Bézout implique ’existence
de deux polynomes U et V tels que PU + QV = 1. Par conséquent, on a U(u) o P(u) + V(u) o Q(u) = Id.
Donc, si x € E, alors
U(u) o P(u)(x) + V(u) 0 Qu)(2) = = (1.2)
Du coup, si « € Ker P(u) N Ker Q(u), alors on trouve z = 0 donc ces espaces sont en somme directe.
Prenons maintenant x € Ker (PQ)(u). On écrit 27 = U(u) oP(u)(x) et 22 = V(u) o Q(u)(x) de sorte
que x = x1 + x2. On a donc

Q(u)(z1) = Q(u) 0 U(u) o P(u)(z) = U(u) o (PQ)(u)(z) = U(0) = 0

et de méme P(u)(z2) = 0, ce qui montre que Ker (PQ)(u) C Ker P(u) & Ker Q(u).
Pour l'inclusion réciproque, on prend z; € Ker P(u) et x5 € Ker Q(u) de sorte que

PQ)(u)(z1 +22) = (QP)(u)(z1) + (PQ)(u)(z2)

= Q(u) o P(u)(1) + P(u) o Q(u)(z2)

Q(u)(0) +P(u)(0) = 0
)-

ce qui montre que Ker P(u) @ Ker Q(u) C Ker (PQ)(u

On remarque de plus que 7 : E — KerP(u) défini par (VQ)(u) est le projecteur sur Ker P(u)
parallélement a Ker Q(u). D’aprés (1.2), on a z = 7(x) + (Id — 7)(x) et donc 7(z) = 72(x) + 0. Ceci
montre que les projecteurs sont bien des polynoémes en u. [ ]

On généralise:

Corollaire 1.2. — Soit u un endormorphisme d’un espace vectoriel et soient Pq,..., P, des polynomes
premiers entre eux deuxr & deux. Alors

Ker (Py...P,)(u) =KerPi(u) ® ... Ker P, (u).
De plus, chaque projecteur j : E — KerPj(u) parallélement & ®;;KerP; est un polynome en u.

DEMONSTRATION. — On procéde par récurrence: le cas n = 2 est déja fait. On suppose le résultat
connu jusqu’au rang n > 2.

Montrons par ’absurde que P, 11 est premier avec P ...P,: si P, divise Py ... P, alors le lemme
de Gauss implique que comme P,, 1 est premier avec P,, alors P, divise Py...P,,_;. En procédant
ainsi, on montre que P, 41 doit diviser Py, ce qui est absurde.

Du coup, le lemme des noyaux implique que

Ker (Py...Pyi1)(u) =Ker (P1...P,)(u) @ KerPpyq(u).
L’hypothése de récurrence implique
Ker (Py...P,)(u) =KerPi(uv) @ ... ® Ker P, (u).

Donc
Ker (Py...Pyy1)(u) =Ker (P1)(u) @ ... DKerPpyq(u).

La propriété des projecteurs découle facilement de I’hypothése de récurrence: la projection sur Ker P,
vient du lemme du noyau, et pour les autres les projecteurs s’obtiennent par composition de deux pro-
jecteurs qui s’expriment par des polynoémes en u. ]

On suppose dans la suite que E est un espace vectoriel de dimension finie.
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1.1 Le théoréme de Cayley-Hamilton
On énonce et on démontre le théoréme de Cayley-Hamilton avant d’en donner quelques applications.

Théoréme 1.3 (Cayley-Hamilton). — Soit u un endomorphisme de E de dimension n > 1 et notons
Xu son polynéme caractéristique. Alors on a x,(u) = 0. Autrement dit, pour tout x € E, on a x,(u)(z) =
0.

On remarque que si u est diagonalisable, alors (1.1) implique le résultat.

DEMONSTRATION. — On se fixe une base B de E et on note A = Mat(u, B). Pour A € K, on note B(\)
la matrice des cofacteurs de A — AL, de sorte que

B(A) x (A — AL) = det(A — AL)L, = xu(M1, .

Par définition de la matrice de cofacteurs, B(\) est une matrice a coefficients polynomiaux en A, de degré
(n — 1). Par conséquent, on peut trouver des matrices scalaires By, ...,B,_1 telles que

BA) =Bo+AB1+... + A" 'B,,_;.
Du coup, on a
(Bo+ABy + ...+ A\"'B,_1)(A = AL,) = BoA + A(B1A —Bg) +... + \" 1B, 1A =B, ») = \"B,,_; .

Si on écrit
Xu(A) = a A"+ ...+ a1 X+ ag

alors on obtient
B()A + )\(BlA - Bo) + ...+ )\n_l(anlA - Bn72) - )\”an1 == an)\”In +...+ al)\In + a()In .

Comme cette identité est valable pour tout A € K, on peut identifier les coefficients terme a terme:

BoA = aoln
BlA - BO = alln
BjA — Bj—l = ajIn
—-Bn1 = aul,

Multiplions & droite la jéme ligne par AJ~1:

BoA = aol,
BlA2 — BoA = alA
BjAj+1 - Bj,lAj == ajAj
_Bn—lAn = anAn

On somme toutes les lignes afin d’obtenir
BoA + (B1A? = BoA) + ...+ (B, 1A" =B, 2A" ) =B, 1A" = a, A" + ... + a1 A + apl,
soit 0 = xu(A). ]
En particulier, si A € M(K), alors A% — (tr A)A + (det A)I; = 0.

On propose ici quelques applications qui montrent que 'on peut s’en tirer méme si la matrice en
question n’est pas diagonalisable.
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Calcul de puissances. Soient A € M,,(K) et p € N que l'on suppose trés grand. Si p > n, alors la
division euclidienne nous fournit deux polynomes Q et R avec deg R < n — 1 tels que

XP = xa(X) x Q(X) + R(X) .

Par conséquent, en remplacant X par A, on obtient A? = R(A).

Une autre approche consiste a dire qu’il existe un polynéome Q de degré au plus n — 1 tel que
A™ = Q(A). Dans ce cas, on obtient la formule de récurrence APT" = APQ(A).

Pour n =2, on a

A3

A((tr A)A — (det A)L,)
tr A((tr A)A — (det A)Ip) — (det A)A
[(tr A)? — (det A)]JA — (tr A)(det A)I,

et on trouve par récurrence

APT2 = AP[(tr A)A — (det A)Ty].

Calcul de linverse. Soit A € M, (K) et écrivons xa(X) = (=1)"X" + a, 1 X"t + ... + a1 X + det A.
Si A est inversible, on a donc det A # 0 et

det A T, = (—1)""A" + .+ A =A((-D)" A" 4L+ agly)

donc

_ 1 n—1 An—
12@((_1) 1A 1+...+a11n).

1.2 Polynéme minimal

On a vu que si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie alors il existe un
polyndéme P non trivial (le polynome caractéristique par exemple) tel que P(u) soit ’endomorphisme
trivial (P(u) = 0).

Dans cette partie on étudie I’annulateur de u:

Annu = {P € K[X], P(u) =0}

en vue de mieux comprendre la diagonalisabilité de u.
On remarque tout d’abord que Annwu est un idéal de K[X]. En effet, si P,Q € Annu et A € K alors
(P 4+ AQ) € Annwu et si R € K[X] est un polynéme quelconque P(u) o R(u) = 0 aussi.

Proposition 1.4. — Il existe un unique polynéme unitaire u,, de degré minimal dans Annwu. De plus,
1. tout autre P € Annu est un multiple de p,,: il existe Q € K[X] tel que P = Qpy;
2. toute racine de ., est valeur propre de u;

3. toute valeur propre de u est racine de i,

Le polynéme p,, s’appelle le polynéme minimal de u. Si {A\1,...,Aq} est le spectre de u, alors (X —
A1) .. (X = Ag) divise py.

DEMONSTRATION. — Soit g un polynoéme unitaire de degré minimal dans Annwu et montrons que tout
autre P € Annw est un multiple de p: par division euclidienne, il existe Q et R de degré au plus deg u—1
tel que P = Qu + R. Par conséquent, on a R(u) = P(u) — Q(u) o u(u) = 0, donc R € Annwu. Par
minimalité du degré de u, on doit avoir R = 0. Donc P = Qu. Montrons maintenant que y est unique: si
v est un autre tel polynéme, on aurait v = uQ; mais comme deg u = degv, le polynéme Q est constant
et comme p et v sont unitaires, on trouve Q = 1. Du coup, u = v.

Le théoréme de Cayley-Hamilton implique que p, divise x,. Donc les racines de p,, sont aussi des
racines de X, donc des valeurs propres.



Université Paul Sabatier, 2014-2015, cours L2 spécial, Algébre linéaire 5

Soit A une valeur propre de u et supposons qu’elle ne soit pas racine de p,. Il existe alors des
constantes by, ..., by, avec by # 0, telles que

pu(X) = bo+ b1 (X =N+ ... +bg(X — N
= bo—‘r(X—)\)[bl—‘r...—f—bd(X—)\)d_l].

Par conséquent on a
0 = pro(u) = bold + (u — Nd)[byId + ... 4 bg(u — AId)471]

d’ou on tire

b b
(u—Ad) [ =Id+ ... + 2 (u — AId)?~" ) = —Id.
bo bo
Mais ceci implique que (v — AId) est inversible, donc que A n’est pas valeur propre de u: contradiction.
|
Le polynéme minimal permet de donner le critére suivant de diagonalisabilité:
Théoréme 1.5. — Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. Alors u est
diagonalisable si et seulement si i, est scindé et toutes ses racines sont simples.
DEMONSTRATION. — Supposons d’abord u diagonalisable et considérons une base de vecteurs propres
associées aux valeurs propres A1, Ag, ..., Ag. Notons D la matrice de u dans cette base. On sait que p,, a

pour facteurs P = (X — A1) ... (X — A4). Comme chaque espace propre est invariant par u, on vérifie que
(D—=MIp,) ... (D=Agly,) =0, donc P € Annu. Comme c’est un facteur de p,, et qu'’il est unitaire, on
en déduit que P = p,,. Donc les racines sont simples.

Passons a la réciproque. Supposons que p,, est scindé & racines simples. Les racines de p,, sont donc
I’ensemble des valeurs propres Aq, ..., Ag:

(X)) = (X = A1) ... (X = Ag)
et les facteurs (X — \;) sont premiers entre eux. Donc le lemme des noyaux implique
E = Ker p, (u) = Ker (u — \Id) & ... @ Ker (u — A\gId),

ce qui signifie que E est somme directe des espaces propres de u, donc que u est diagonalisable. [ ]

Corollaire 1.6. — Soit u un endomorphisme défini sur un espace vectoriel de dimension finie. S’il
existe un polynome scindé a racines simples qui annule u, alors u est diagonalisable.

DEMONSTRATION. — Soit P € Ann u scindé a racines simples. Par définition du polynéme minimal, fi,,
divise P, donc p,, est aussi scindé a racines simples, d’aprés le théoréme de Gauss. Du coup, le théoréme
précédent montre que u est diagonalisable. ]

1.3 Polynémes minimaux associés a des vecteurs

Soit u € L(E) un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Soit = € E, et notons
Ann(z,u) = {P € K[X]. P(u)(z) = 0}

Iannulateur de x relatif & u. On vérifie comme dans le cas de Annu que c’est un idéal, donc il existe un
unique polynéme unitaire u,, le polynéme minimal de x relativement & u, tel que tout P € Ann(z, u) est
divisible par .

Proposition 1.7. — Il existe x € E tel que pi, = piy.
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DEMONSTRATION. — Par définition, p,,(u)(x) = 0 pour tout x, donc u, divise p,,. Or p,, s’écrit comme
un produit de polynémes irréductibles. Donc le nombre de polynémes apparaissant comme polynomes
minimaux relativement a u est fini. Notons z1,...,z; des représentants. Du coup, pour tout x € E, il

existe j € {1,...,k}, tel que p, = piz,, ce qui implique d'une part que ., (x) =0 et donc

E= U Ker ji,; (u) .
1<j<k

Or comme K = R ou C, il existe j tel que E = Ker p,,(u) (voir le lemme suivant). Du coup, on a
pa; (uw)(z) = 0 pour tout z, donc p, divise pi,,(u): ils ont donc méme degré et, étant unfitaires, ils sont
égaux. ]

Lemme 1.8. — Soit E un espace vectoriel sur un corps K de cardinal infini. S’il existe des sous-espaces
Fi,...,Fy tels que E = UF;, alors il existe un indice j tel que E =TF;.

DEMONSTRATION. — On peut supposer que la collection Fy,...,Fy est minimale et kK > 2. Prenons
z € F1 \ Ua<j<iF; et y ¢ F1. Du coup, pour tout A € K, le vecteur Az +y ¢ F, car sinon on aurait
y € Fy aussi. Donc, pour chaque A, ce vecteur est dans 'un des Fj, 2 < j < k. Or comme K est infini,
on peut trouver deux scalaires A\ # Ao tels que Az + ¥, Aox + y sont dans le méme F;. Du coup leur
différence (AMz +y) — (Aex + y) = (A — A2)x est aussi dans F;. Comme A\; # Az, on en déduit = € Fj,
ce qui est contraire & notre hypothése de travail. Donc k = 1. [ ]

2 Critéres de diagonalisabilité

En reprenant les résultats vus précédemment, on a les critéres suivants qui assurent qu’un endomorphisme
u défini sur un espace de dimension finie est diagonalisable. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. L’endomorphisme u est diagonalisable.
. Il existe une base de vecteurs propres.

- Ona} g, dim Ex = dim E.

2

3

4. On a E = @ycs(u)En-

5. Le polynome caractéristique x, est scindé sur K et, pour chaque A € §(u), on a dimEy = m,.
6

. Il existe un polyndme scindé P a racines simples tel que P(u) = 0.

3 Matrices compagnons et espaces monogénes
Soit P(X) = X% + a4_1 X% 1 + ... + ag un polynome de degré d > 1. On associe sa matrice compagnon
0 ... ... 0 —ag
1 0 —
Co=CP) =0 1 :

. . 0 —Qdq—2
0 ... 0 1 —ad—1
Proposition 3.1. — Le polynéme caractéristique de la matrice compagnon d’un polynome P est (—1)9P.

Le polynome minimal est P.
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DEMONSTRATION. — On calcule det(Cp —Al;) en développant par rapport a la derniére colonne: on écrit
les mineurs de (Cp — Alg) de la derniére colonne par blocs, avec le premier bloc de taille (j —1) x (j —1):

-2 0 ... 0
1 0 0 0
0 .0
o 0 1 -\ L
Aj’d = det 1 =\ 0 0 - (_)\)

0 0 — 0

0o . =X

0 0 1

Du coup, en développant par rapport a la derniére colonne, on trouve

d—1
X)) =Y (=17 (—a; ) (AT (1) (—ag-1 = (=N = ()P,
j=1
Pour montrer que s, = P, il suffit d’exhiber un vecteur x tel que (x,u(z),...,u?"!(z)) est libre.
Dans ce cas, aucun polynéme de degré inférieur & d — 1 ne pourra annuler u, donc on aura deg u, = d,
et comme il est unitaire et comme il doit étre un multiple de x,,, ce sera forcément P.

D’aprés la forme de Cp, il suffit de choisir x = e;. [ ]

Définition 3.2. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie et v : E — E un endomorphisme. On
dit qu’un sous-espace F de E est u-monogéne si F est invariant et s’il existe x € F tel que, pour y € F, il
existe un polynome P € K[X] tel que y = P(u)(z).

Proposition 3.3. — Si F est un sous-espace u-monogéne de dimension k > 1, alors il existe x € F, tel
que (z,u(x),...,u*"1(x)) est une base de F. Dans cette base, la matrice de u|r est la matrice compagnon
de son polyndéme caractéristique.

DEMONSTRATION. — Par définition, tout vecteur de F s’écrit de la forme P(u)(z) pour un certain z
donné. Comme F est de dimension k, la famille (z,u(x), u?(z),...,u"(x)) est lice (car elle contient k -+ 1
élements). Il existe donc Ag, ..., A\g—1 tels que

k-1
uF(z) = Z Njud () .
=0

Notons /1, (X) = XF — S2570 A, X7,
Soit y € F et soit P € K[X] tels que y = P(u)(z). Faisons la division euclidienne de P par pu, de
sorte que P = Qu, + R, avec degR < k. Du coup, on a

y = P(u)(z) = Qu)pa (u)(2) + R(u)(x) = R(u)(z).

Donc (z,u(z),u?(z),...,u*"1(x)) engendre F et c’est donc une base puisque son cardinal vaut dimF.
On vérifie facilement que la matrice de u|r dans cette base est la matrice compagnon de . ]
Proposition 3.4. — Un sous-espace invariant F par un endomorphisme u € L(E) est monogéne si et

seulement si on a Xy, = (—1)WF 1y,

DEMONSTRATION. — On a déja vu que dans un espace monogeéne, on avait I'égalité x|, = (—1)dimF,uu‘F.
Passons a la réciproque et supposons x|, = (fl)dimpuuh. D’aprés la proposition 1.7, il existe = € F tel
que fiy|, = ie et degp, = dimF. Or on a p,(X) = X" + ap_1 X" 14 ...+ ag et donc

u(z) = —ap_1u" Hz) — ... — apz.

De plus, (z,...,u" !(z)) est libre, car sinon on aurait un polynéme annulateur de x de degré strictement
plus petit que p,. Cela suffit pour conclure. [ ]
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4 Décomposition de Frobenius et invariants de similitude

On démontre ici le résultat central duquel on déduira les autres théorémes de réductions. Aucune hy-
pothése n’est demandé sur ’endomorphisme u, en particulier sur ses polynémes caractéristique et minimal.
De plus, il permet de caractériser complétement les classes de similitude, cf. le corollaire 4.2.

Théoréme 4.1 (de décomposition de Frobenius). — Soit u un endomorphisme sur un espace vec-
toriel E de dimension finie sur K. Il existe des sous-espaces Eq, ..., Ey de E invariants par u tels que

1. chaque sous-espace est monogéne;
2. ona E= @1S]‘SkE]‘,’

3. si on note les polynémes minimauz Py, ..., Py de Eq,...,Eg, alors Pj 1 divise P; et cette suite ne
dépend pas de la décomposition.

En particulier, on peut trouver une base B de E telle que la matrice de u dans cette base est une matrice
diagonale par blocs dont chaque bloc est la matrice compagnon de P;. De plus, on a p, = P1 et x,, = [[P;.

Les polynoémes Pq,..., Py obtenus dans le théoréme sont les invariants de similitude de u.

DEMONSTRATION. — On montre d’abord 'existence.

On procéde par récurrence sur la dimension de E. Le cas de la dimension 1 ne pose pas de probléme.
Supposons donc le théoréme vrai jusqu’a la dimension n—1 et supposons E de dimension n. La proposition
1.7 nous fournit v € E tel que p, = . On note E; I'espace monogéne engendré par v de dimension
d <n. Sid=n, alors le théoréme est montré grace a la proposition 3.4. Si d < n, il suffit de trouver un
supplémentaire & E; invariant par u pour montrer ’existence de la décomposition,.

Pour cela, on prend la base (eq,...,eq) = (v,u(v),...,u%"*(v)) de E; que I'on compléte en une base
B de E et on considére la base duale B*. On note

F = {z €E, e}(u"(z)) = 0 pour tout k >0} = ﬂ Kere ou .
k>0

Cet ensemble s’exprime comme une intersection de sous-espaces vectoriels, donc ¢’est un sous-espace de
E.
Si x € F, alors pour tout k > 0, on a e o u¥(u(z)) = e} o uFT!(x) = 0 donc u(z) € F, et u(F) C F.
Soit z € E; N'F, alors on peut écrire z = Z?;Ol A;ju? (v) donc

A = ej(ut (@) = 0

donc z =0et E; NF = {0}.

Enfin, on utilise ici un argument de dualité pour montrer que dim F +dim E; = dim E. Remarquons
d’abord que Klu] est un sous-espace vectoriel de L(E) de dimension d, car seul le reste de la division
euclidienne d’un polynéme par p,, importe dans K|u].

On considére T : K[u] — E*, f > e o f. Si T(f) =0, alors cela signifie que f(E) C Ku?"!(v). En
écrivant f = Zogjgd—1 A;ju?, on obtient, pour 1 <p <d-—1,

0= exf(u(v)) = €5 (D Al 0w P(0)) = A1y
Donc T est injective et dimImT = d. Or on a
F={z €E, p(x) =0 pour tout ¢ € ImT}

et cela implique justement dimF 4+ dimImT = dimE, c’est-a-dire dimF + dimE; = dimE puisque
Comme E = E; @ F et u(F) C F, on peut considérer le polyndme minimal Py de u|p. Comme pu,
annule u globalement, on en déduit que Py divise u,. L’hypothése de récurrence permet de conclure a
I’existence de la décomposition.
Chaque sous-espace étant monogéne, on trouve une base de ces sous-espaces de sorte que la matrice
de la restriction de u soit C(P;). On vérifie sans mal le reste des conclusions.

Passons maintenant a 'unicité des invariants de similitude. Faisons quelques remarques préliminaires
pour une décomposition donnée.
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(R1) Le polynome P; est le polynéme minimal de la restriction de v 8 E; &... @ Ey, car si degP < degP;,
alors P(u)|g; # 0.

(R2) Si ¢ € K[u], alors ¢(E) = ®&¢(E;) car chaque sous-espace est invariant.

On suppose que l'on a deux décompositions (E;) et (F;) avec polynomes (P;) et (Q;) qui vérifient
les conclusions du théoréme. On montre par récurrence 1’égalité des polynémes. On a P; = Q; = pu,, par
(R1). Supposons ’égalité vérifiée jusqu’au rang k — 1.

Par (R1), on a Py (u)(E;) = 0 pour tout j > k. Donc (R2) donne

dimPy(u)(E) = > dimPg(u)(E;) = > dimPy(u)(F;). (4.1)

1<j<k i>1

Or, pour j < k, comme P; = Q;, il existe des bases B; et C; de E; et F; de sorte que les matrices des
restrictions de u & E; et F; sont les mémes. Du coup, l'isomorphisme ¢; : E; = F; qui transforme B; en
€; conjugue ulg, & ulp;: on a @;joulg; = ulr, op;, et on peut en déduire dim Py (u)(E;) = dim Py (u)(F;).
Avec (4.1), cela entraine Py (u)(F;) = {0} pour tout i > k, donc Py (u) annule @;>,E;. Par (R1), on vient
d’établir que Qp divise Pj. Par symétrie, Py divise aussi Qg, donc Py = Qi car ils sont unitaires. [ ]

Corollaire 4.2. — Deux endomorphismes sont conjugués si et seulement si ils ont les mémes invariants
de similitude.

DEMONSTRATION. — Siu = povop~! alors on peut trouver une base B tel que Mat(u, B) soit donnée
par le théoréne 4.1. Du coup, Mat(v, ¢(B)) = Mat(u, B). Donc les invariants sont identiques.
Réciproquement, notons B, et B, des bases qui vérifient les conclusions du théoréme 4.1 de sorte
que Mat(u,B,) = Mat(v,B,). On construit un isomorphisme ¢ tel que ¢(B,) = B,. On vérifie que
pouop = ]

5 Autres réductions

Avant de présenter les décompositions de Jordan et de Dunford, on applique le théoréme précédent aux
endomorphismes nilpotents et on étudie les endomorphismes diagonalisables qui commutent.

5.1 Endomorphismes nilpotents

Définition 5.1. — Un endomorphisme nilpotent est un endomorphisme u tel que qu’il existe k > 1 pour
lequel uF = 0.

On en déduit que le polynéme minimal est de la forme s, (A) = A*, avec 1 < k < dimE. Dans ce
cas, les invariants de similitude sont des P;(\) = A\* et les blocs sont de la forme

0O ... ... 00
1 0
0 1
oo o 0
0O ... 0 1 0

Inversement, si f1,(A) = A¥, alors u¥ = 0 par définition, donc u est nilpotent. Comme 0 est la seule
racine de j,, c’est aussi la seule racine de y.,, et Xy (A) = (=\)4ImE,
5.2 Endomorphismes diagonalisables qui commutent

L’objet de cette partie est la proposition suivante:

Proposition 5.2. — Deux endormorphismes diagonalisables qui commutent sont simultanément diagp-
nalisables: si u et u' sont diagonalisables et si uwou' = u' ow, alors il existe une base de E telle que les
matrices de u et v’ sont diagonales.
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On commence par un lemme:

Lemme 5.3. — Soit u un endomorphisme diagonalisable. Si F C E est un sous-espace invariant, alors
ulp est aussi diagonalisable.

DEMONSTRATION. — Si u est diagonalisable, alors son polyndéme minimal est scindé et a racines simples.
Par restriction a F, on a aussi p,(ulr) = 0 donc u|r admet un polynome annulateur scindé & racines
simples, ce qui implique aussi que u|p est diagonalisable. ]

DEMONSTRATION. — (proposition) Soit A une valeur propre de u; montrons que u/(Ey) C Ey. Siz € Ej,
on veut montrer que u(u'(z)) = Au/(x). On utilise que les endomorphismes commutent: w(u'(z)) =
u'(u(x)) = o/ (Ax) = M/ (x). Par conséquent, u’ laisse invariant la décomposition de E en sous-espaces
propres de u. D’aprés le lemme précédent, chaque restriction de u’ est diagonalisable donc on obtient,
pour chaque espace propre de u, une base de vecteurs propres a la fois pour u et pour u'. ]

5.3 Décomposition de Jordan

On définit, pour n > 1 et A € K, J; = 0 et, pour n > 2,

60 1 0 0 A1 0 O
o0 1 R |
0 0 0 ... 0 A
Théoréme 5.4 (de réduction de Jordan). — Soit u : E — E un endomorphisme sur un espace vec-

toriel de dimension finie dont le polynome caractéristique est scindé. Alors il existe une base B de E telle
que la matrice de u soit diagonale par blocs et chaque bloc est de la forme J, ().

Dans I’énoncé, une valeur propre peut apparaitre plusieurs fois. Lorsque u est diagonalisable, on n’obtient
que des blocs de dimension 1.

DEMONSTRATION. — Si u est nilpotent, c’est-a-dire il existe k > 1 tel que u* = 0, alors le théoréme
découle de la décomposition de Frobenius, ot on inverse les bases de chaque bloc. Au lieu de prendre
des bases de la forme (z,u(x),...,u*(x)), on prend (u‘(z),...,u(z),z). On obtient ainsi une matrice
diagonale par blocs ou chaque bloc est de la forme J,,.

Dans le cas général, on a x,, = [ [(A — X;)™, donc le lemme des noyaux et le théoréme de Cayley-
Hamilton impliquent la décomposition

E = @Ker (u — A\;Id)™ .

Les espaces E();) = Ker (u — A\;Id)™ sont les espaces caractéristiques de u. On vérifie qu'ils sont
invariants par u: si x € Ker (u — A\;I1d)™s, alors ™ (u(z)) = v™ 1 (z) = u(u™i (z)) = 0.

Sur chaque I:]()\j), la restriction de u — A;Id est nilpotente et sa matrice est diagonale par blocs de
blocs de la forme J,,, donc la matrice de u dans E()\;) est de la forme J,,();). |

On peut facilement calculer le polynéme minimal & partir de la décomposition de Jordan. Pour
chaque \; € 8(u), on a en facteur (A — X;)*/ oi k; est la taille maximale des blocs Jj(\;).

5.4 Décomposition de Dunford

Théoréme 5.5 (de réduction de Dunford). — Soit u : E — E un endomorphisme sur un espace
vectoriel de dimension finie dont le polynoéme caractéristique est scindé. Alors il existe un unique couple
(d,n) d’endomorphismes tels que

1. u=d+n;

2. d est diagonalisable et n est nilpotent;
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3. nod=don.

DEMONSTRATION. — Rappelons que pour obtenir la décomposition de Jordan, on a appliqué le lemme
des noyaux pour décomposer E en sous-espaces caractéristiques Ej, j € {1,...,k}. Du coup, les pro-
jecteurs m; : E — E; parallélement & @;;E; sont donnés par des polynomes en u. Comme E = ©E;, on
ald =3 m;. Posons d =) Ajm;. C’est un endomorphisme diagonalisable: dans la base donnée par la
décomposition de Jordan, la matrice de d est la partie diagonale de la matrice de u. Du coup, si on pose
n = u — d, alors n est nilpotent: dans cette méme base, on peut montrer que le polynéme caractéristique
de n est (—=A)4™E donc le théoréme de Cayley-Hamilton permet de conclure.
Les deux endomorphismes commutent car d s’exprime comme un polynéme en u et donc n aussi.

Passons maintenant & I'unicité. On suppose que l'on a deux décompositions v = n +d =n' + d'.
On remarque que comme n et d commutent, il en est de méme de u et d et de u et n; méme chose avec
d’ et n’. Du coup, si d et n proviennent de la décomposition précédente, d et n commutent aussi avec d’
et n/ car ce sont des polynomes en u.

On écrit d —d' = n’ —n. Comme n et n’ commutent, on peut appliquer la formule du binéme de
Newton & (n’ —n). Posons N = 2dimE: on a

car ndmE = (p/)dME — 0 et max{k,N — k} > dim E pour tout k € {0,...,N}.

Par ailleurs, comme d et d’ sont diagonalisables et qu’ils commutent, il existe une base qui diagonalise
simultanément d et d’ de sorte qu'ils ont pour matrice diag();) et diag()\}). Du coup, (d — d)N =0 ce
qui signifie que (A; — )\;)N = 0 pour tout j c’est-a-dire d = d’. 1l vient n = n’ aussi. [ |

L’application centrale de la décomposition de Dunford concerne le calcul de ’exponentielle d’un
endomorphisme. En effet, a partir de la formule

n

U
expu = Z —
n!

n>0
on obtient, en écrivant u = d + n et en utilisant que don =nod,

dimE g

expu =expd Z %
k=0

On rappelle que 'exponentielle d’'une matrice diagonale est la matrice diagonale dont les éléments de la
diagonale sont les exponentielles des coeflicients de la matrice initiale.

A Matrice des cofacteurs

Soit A = (a; ;) une matrice carrée d’ordre n > 1, On désigne par M, ; la matrice carrée de taille n — 1
obtenue en supprimant de A sa iéme ligne et sa jéme colonne; le déterminant det M; ; s’appelle le mineur
du coefficient a; j; le mineur “signé” (—1)"*7 det M; ; = A; ; est appelé le cofacteur de a; ;.
On appelle comatrice de A, ou matrice des cofacteurs de A, la matrice cof(A) dont le terme (4, 5)
est le cofacteur du terme a; ; de A. Notons que cof(A) est de méme format que A.
On a
A-cof(A) = cof (A) -A=detA-1,.

En particulier, lorsque A est inversible, on a

_ 1
ATl = detAtcof(A).
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B Arithmétique des polynomes

Les polynomes & coeflicients dans un corps jouissent de nombreuses propriétés en commun avec les entiers
relatifs. Le point de départ est I'analogue de la division euclidienne. On établit ainsi quelques propriétés
qui découlent de 'existence de cette division euclidienne.

Théoréme B.1. — Soient A un élément de K[X] et B un élément non nul de K[X]. Alors il existe des
polynomes Q et R, déterminés de fagcon unique, tels que

A =QB+R, deg(R) < deg(B).
On appelle Q le quotient de la division euclidienne de A par B, et R le reste de cette division.

Dans Z, cela se lirait a = bg +r, avec 0 < r < b.

DEMONSTRATION. — Nous commencerons par démontrer 'unicité du couple (Q, R). Soit donc (Q',R/)
deux autres polynomes vérifiant les conditions du théoréme, différents de (Q,R). On a clairement Q # Q/,
puisque sinon on aurait aussi R = R’, et I’on obtient, en soustrayant les deux divisions :

B(Q-Q)=R -R.
Cela implique comme condition sur les degrés que
deg(B) +deg(Q — Q') = deg(R' — R)
et donc
deg(R’ — R) > deg(B).
Mais d’autre part
deg(R’' — R) < max{deg(R'), deg(R)} < deg(B),

ce qui est une contradiction. On a donc unicité de la division euclidienne.

Passons maintenant & la démonstration de l’existence. Si A est nul, on prend Q = R = 0. Nous
supposerons donc A non nul et raisonnerons par récurrence sur le degré d de A. Posons A = ag+- - -+agX?
et B="bg+---+b,XP, avec aq, by non nuls. Pour d =0, A est un polynéme constant et il suffit de poser
Q =0 et R = ag. Supposons maintenant la propriété vraie pour tout polyndéme de degré plus petit qu'un
certain d > 0. Soit alors A un polynoéme de degré d + 1,

A=ag+- -+ ag X

Posons Q1 = (ag+1/bp)X" 1P et soit A; = A — BQ;. C’est un polynome de degré plus petit que d,
et on peut donc lui appliquer 'hypothése de récurrrence : il existe (Qz2,Ra) avec deg(Ra) < p tels que
A; = BQ2 + Ry. Remplagons alors A; par sa définition :

A =A; +BQ1 =B(Q:1 + Q2) + Ra,
et le couple (Q; + Q2, Ra) satisfait les conclusions du théoréme. [ |

Le calcul pratique de la division euclidienne se fait comme dans le cas de Z : on pose la division de la
méme maniere.

Exemple. Soit & diviser A = X® 42X3 —3X — 2 par B = X34 X + 1. Posons la division, comme & 1’école
primaire :

X5 +2X3 —3X —2|X34X+1
X3 X2 -_3X -2 X241
—X2 —4X -3

et donc Q=X2+1et R=-X?—-4X—3.
Comme dans le cas de Z, si le reste de la division euclidienne de A par B est nul, nous dirons que
B divise A ou que B est un diviseur de A.

Muni de la division euclidienne, nous pouvons commencer I’étude arithmétique de K[X].
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Théoréme B.2. — Dans K[X], tout idéal est principal. On dit que K[X] est un anneau principal.

En d’autres termes, si a est un idéal de K[X], il existe un polynome P, unique a multiplication par un
facteur scalaire non nul pres, tel que a = (P) = PK[X]. On a donc a = {QP,Q € K[X]}, 'ensemble des
multiples de P.

DEMONSTRATION. — Si a = {0}, on prend P = 0. Sinon, soit E = {deg(Q),Q € a — {0}}. C’est un
sous-ensemble non-vide de N et il admet donc un plus petit élément d > 0. Soit alors P € a tel que
deg(P) = d. On a clairement (P) C a. Soit maintenant A un élément de a. Nous pouvons effectuer la
division euclidienne de A par P, qui donne A = QP + R, avec deg(R) < deg(P). Comme a est un idéal,

on a R € a, et par hypothése sur P et minimalité de d, on a nécessairement deg(R) = —o0, i.e. R = 0.
On a donc A = QP, et donc A € (P). L’unicité & un multiple scalaire non nul prés vient de la définition
plus haut et du fait que U(K[X]) = U(K) = K*. Cela achéve la démonstration. ]

Dans la suite, nous choisirons toujours, comme générateur d’un idéal a, ['unique polynéme unitaire P tel
que a = (P). Si en effet on trouve un polyndéme P tel que a = (P), on peut le multiplier par U'inverse de
son coefficient dominant, et on obtient un polynéme unitaire.

Soient maintenant deux polyndémes P et Q, non tous les deux nuls. Alors 'idéal a = (P, Q) est
principal, et il existe donc un unique polyndme unitaire S tel que a = (S). Il est alors clair que P et Q
sont multiples de S, et donc que S divise P et Q.

Définition B.3. — Soient P et Q deux polyndomes non tous les deux nuls. On appelle plus grand commun
diviseur de P et Q l'unique polynéome unitaire S tel que (P,Q) = (S). On le note pged(P, Q). On dit
que deuz polynémes P et Q sont premiers entre eux si pged(P, Q) = 1, donc si leurs uniques diviseurs
communs sont les polynémes constants non nuls.

Théoréme de Bézout. — Pour que les polynémes P et Q soient premiers entre euz, il faut et il suffit
qu’il existe des polynomes U et V tels que

UP +VQ = 1.

DEMONSTRATION. — Supposons P et Q premiers entre eux. Alors (P, Q) = (1), mais 'idéal engendré
par 1 est trivialement K[X] en entier. Par définition de (P, Q), il existe alors une combinaison linéaire
UP+VQ de P et Q telle que UP+VQ = 1. Réciproquement, s’il existe de tels U et V, alors par définition
de (P,Q),onale (P,Q), et donc (P,Q) =K[X] = (1), et P et Q sont premiers entre eux. [

Théoréme de Gauss. — Soient A, B, C trois polynomes tels que C soit premier avec B et divise AB.
Alors C divise A.

DEMONSTRATION. — Le polyndéme C divise AB, donc il existe L tel que AB = CL. 1l est en revanche
premier avec B donc, par le théoréme de Bézout, il existe U,V tels que UB 4+ VC = 1. On en déduit que

UCL + VCA = A, ie. C(UL+AV) = A,

ce qui prouve bien que C divise A. [ |



