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Introduction

Dans ce chapitre, on présente quelques notions abstraites d’algébre linéaire qui sont interprétées ensuite
en se ramenant a du calcul matriciel. L’objectif est de donner suffisamment de recul pour donner du sens
aux calculs.

1 Généralités
On commence par définir les objets principaux de la théorie: espace vectoriel, bases, applications linéaires.

Soit K un corps commutatif, qui le plus souvent sera R ou C, dont les éléments seront appelés
scalaires, et soit E un ensemble, dont les éléments seront appelés vecteurs. On suppose E muni d’une
loi interne d’additition notée 4+, et d’une loi externe de multiplication des vecteurs par un scalaire:
(A, v) e KxE~ M €E.

Définition 1.1. — Un ensemble E muni de deuzx lois comme ci-dessus est un espace vectoriel si les lois
vérifient les axiomes suivants:

1. (E,+) est un groupe abélien. Son élément neutre, noté 0, est appelé vecteur nul.
2. Mu+v) = Au+ v pour tout A € K et tous u,v € E.
3. (A4 p)v = v+ pv pour tous A\, u € K et tout v € E.

i

. (A)v = Apw) = A pour tous A,y € K et tout v € E.
5. lv = v pour tout v € E.

On dit aussi que E est un K-espace vectoriel, ou un espace vectoriel sur K, s’l faut préciser le corps (dit
corps de base).

11 découle des définitions que Ov = 0: en effet, on a v = (0 4+ 1).v = 0.v + 1.v = 0.v + v, donc 0.v = 0.

Les exemples sont nombreux et variés: R™ est un R-espace vectoriel, mais aussi un Q-espace vec-
toriel. L’ensemble K[X] des polynomes a coefficients dans K est un K-espace vectoriel, de méme que
Pespace des fonctions continues de [0, 1] dans R est un R espace vectoriel. Les espaces de matrices, de
suites a valeurs scalaires ou vectorielles, de fonctions d’onde etc. sont d’autres exemples importants o
la structure d’espace vectoriel intervient de maniére centrale. De maniére générale, ’ensemble des appli-
cations f : X — E ou X est un ensemble quelconque et E un est K-espace vectoriel est aussi un espace
vectoriel sur K, ou la loi de composition interne (f + g) est définie par Papplication = — f(z) + g(x) et
la loi externe \f est donnée par x — X - f(x).

Combinaisons linéaires. Soit E un K-espace vectoriel. Une combinaison linéaire est une expression de
la forme
A1+ -+ Apun

ou les A; sont des scalaires et les v; des vecteurs. Si F = (v;);e1 est une famille de vecteurs de E (indexée
par un ensemble quelconque I), on appelle combinaison linéaire d’éléments de F toute somme finie de la
forme

)\1’01 +- 4+ /\nvnv
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ol v1,...,v, € Fet A,..., A\, € K. Sin =0, on pose la somme égale & 0. Insistons encore une fois
sur le fait que la somme doit étre finie. On dit que deux vecteurs u et v sont colinéaires s’il existe deux
scalaires (A, ) # (0,0) tels que pu = Av, en d’autre termes, les deux fléches pointent dans des directions
égales ou opposées. On dit aussi que v est une combinaison linéaire de F si v s’écrit

V=AU F -+ AU

Sous-espaces vectoriels. Comme pour n’importe quelle structure algébrique, nous avons une notion de
sous-espace : une partie F d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E (ou sous-K-espace
vectoriel, s’il faut préciser le corps de base) si F hérite d’une structure d’espace vectoriel de celle de E.
Autrement dit, d’une part F est non vide (on vérifie le plus souvent que 0 € F pour montrer cela), et
d’autre part il est stable par addition et multiplication par des scalaires:

Ve,yeF, z+yeF, VieK, VxeF, \reF.

De maniére plus générale, F est un sous-espace vectoriel de E si toute combinaison linéaire d’éléments de
F est encore dans F.
On montre que F est un sous-espace vectoriel comme suit :

(i) F#2;
(i) YO\, z,y) e K x F2, (x4 \y) € F.

Opérations sur les sous-espaces. On vérifie aisément que 'intersection d’une famille de sous-espaces
vectoriels est encore un sous-espace vectoriel. En revanche, la réunion d’espaces vectoriels n’est pas en
général un sous-espace.

Si F, G sont des sous-espaces, on écrit

F+G={z€E, 3(a,b) e FxG, z=a-+b}.

On vérifie que F + G est un sous-espace de E, appelé la somme de F et G. On dit que F et G sont en
somme directe, et on écrit F & G si FN G = {0}. Dans ce cas, tout vecteur z de F + G s’exprime de
maniére unique sous la forme z = zf + xq, avec zr € F et z¢ € G.

Applications linéaires. Passons a la notion de morphisme d’espaces vectoriels: les applications
linéaires. Soient donc E et F deux K-espaces vectoriels, et f : E — F une application. On dit que
f est linéaire si elle respecte ’addition des vecteurs et leur multiplication par un scalaire :

Vu,v € E, flu+v)=f(u)+ f(v), VAX€K, Yv € E, f(Av) =Af(v).

On montre qu'une application f : E — F est linéaire comme suit. On considére deux vecteurs quelconques
u,v et un scalaire A € K et on établit Pégalité f(u + Av) = f(u) + Af(v).

On dit que f est un isomorphisme si f est une application linéaire bijective. On peut montrer alors
que son inverse est aussi linéaire.

On définit le noyau de f par

Ker f=f~'({0}) = {v€E, [f(v) =0}

et 'image de f par
I f = f(E).

Ce sont des sous-espaces vectoriels de E et F respectivement. L’application linéaire f est injective si et
seulement si Ker f = {0} et surjective si et seulement si Im f = F.

L’ensemble des applications linéaires entre deux espaces E et F donnés est noté L(E, F); cet espace
a aussi la structure d’un espace vectoriel. On parle d’endomorphisme quand E = F; dans ce cas, on note
plus simplement £(E). Enfin, les automorphismes de E c’est-a-dire les endomorphismes bijectifs de E
sont notés GL(E); cet espace a la structure de groupe pour la composition.

Parmis les exemples, notons les homothéties, de la forme x — Az pour un scalaire A, ainsi que les
projections: si E = F & G, alors la projection p : E — E sur F parallélement & G est définie comme suit.



Université Paul Sabatier, 2014-2015, cours L2 spécial, Algébre linéaire 3

On écrit © = xp + 2@, alors & — zp est une application linéaire. On peut vérifier que pop = p, Kerp = G
et Imp = F. Réciprquement, une application linéaire p : E — E telle que po p = p est la projection de E
sur Im p parallélement a Kerp. On a en particulier E = Kerp @ Im p.

Enfin, le dual E* de E est 'espace des formes linéaires, c’est-a-dire des applications linéaires f :
E— K.

Exercice 1.2. — Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et f : E — F une application linéaire. Soit de
plus G (resp. H) un sous-espace vectoriel de E (resp. F). Montrer que f(G) est un sous-espace vectoriel
de F, de méme que f~1(H) est un sous-espace de E.

Familles génératrices, libres, liées. Bases. Une famille de vecteurs F d’un K espace vectoriel E est
dite génératrice si tout vecteur de E est combinaison linéaire d’éléments de F. Autrement dit, pour tout
vecteur v de E, il existe des scalaires \q,...,\, et des éléments vq,...,v, de F tels que

n
v = E V.
i=1

Cette écriture n’est pas forcément unique.
On montre qu’une famille est génératrice comme suit: soit € E, on détermine explicitement des
scalaires tels que z =37, ;. \iv;.

Soit F une famille d’éléments de E. On appelle sous-espace vectoriel engendré par F le plus petit
sous-espace vectoriel de E contenant tous les éléments de F. Par définition, le sous-espace engendré par
F est lintersection de tous les sous-espaces contenant F. Si on le note Vect(F), on peut le décrire de la
maniére suivante :

Vect(F) = {\v1+ -+ Antn, n €N, v; € F, \; € K}

Ainsi, le sous-espace engendré par F est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de F.
En particulier, F est une famille génératrice de Vect(5).

La famille F est dite libre si, lorsque qu’'une combinaison linéaire d’éléments de F vérifie
)\1@1+-~-+)\nvn :0,

on a nécessairement A\; = --- = A, = 0. Cela signifie en fait que si un vecteur v € E est combinaison
linéaire d’éléments de F (i.e. si v € Vect(F)), alors cette combinaison linéaire est unique : si on a deux
écritures de v
/) I !/
V=M1 4 AU = A0 4 AL,

telles que tous les scalaires impliqués sont non nuls, alors n = n’ et, quitte a réordonner les termes de la
somme, v1 = v},...,0, =), et Ay = A,..., A, = X,. Une famille qui n’est pas libre est dite lice.

En particulier, un vecteur est libre ssi il est non nul, et deux vecteurs sont libres ssi ils ne sont pas
proportionnels. On montre qu’une famille est libre comme suit: on considére I’équation

E /\iai = O7
1<i<n

ol (Ai)1<i<n € K" sont des scalaires inconnus. Puis on cherche & montrer que tous les scalaires sont nuls.

Enfin, on dit que F est une base de E si c’est une famille libre et génératrice. Connaitre une base
d’un K-espace vectoriel permet de travailler «en coordonnées». Cela signifie que pour tout v € E, il existe
un entier n > 0, des scalaires A1, ..., A\, et des vecteurs vy,...,v, de F tels que

n
v = E /\jvj
j=1
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et cette écriture est unique. Le cas de la dimension finie est particuliérement important. On montre
qu’'une famille est une base comme suit: soit v € E, on détermine explicitement des scalaires tels que
V=) cicn Ai¥;i €t on montre qu'ils sont uniques. Ou alors, on utilise la définition.

Si E=K", n>1, la base canonique B, est la famille (e;)1<;<, dont les coordonnées du vecteur e;
sont toutes nulles, sauf la i**™€ qui vaut 1. On vérife facilement que B,, est libre et génératrice.
Exercice 1.3. — Soient E un K-espace vectoriel, et F = {v1,...,v,} une famille finie de vecteurs.

1. Montrer que l’application

py: K" —- E
n

(@h<j<n = > Tv;
j=1

est une application linéaire.
2. Montrer que F est libre si et seulement si pg est injective.

3. Montrer que F est une famille génératrice si et seulement si 5 est surjective.

Exercice 1.4. — Soit E ensemble des suites de nombres réels: E = {(an)nen, an € R}. On définit
laddition de deux suites de maniére naturelle par (o) + (Bn) = (an + Bn), et de méme la multiplication
par un scalaire par AM(ay,) = (Aaw,). Montrer que E est un R-espace vectoriel. Pour tout entier k > 0, on

définit la suite (a%k)) par o) =0 sin#£k et oz,(ck) = 1. Montrer que la famille D = {(Oz%k)), k € N} est
une famille libre mais non génératrice de E. Montrer que Vect(D) est isomorphe a R[X].

2 Espaces de dimension finie

Un espace vectoriel E est de dimension finie s’il existe une famille génératrice finie. Dans la suite, tous
les espaces vectoriels sont de dimension finie.

Théoréme 2.1 (de la base incompléte). — Soient E un espace vectoriel et F = {v1,...,v,} une
famille génératrice. On suppose que pour un certain 1 <k <n, L ={vy,..., v} est libre. Alors il existe
une base B telle que L C B C F. Par conséquent,

(i) toute famille libre peut étre complétée afin d’obtenir une base de E;
(ii) de toute famille génératrice, on peut extraire une base.

Lemme 2.2 (et définition). — Toutes les bases d’un méme espace vectoriel ont méme cardinal. On
note alors dim E = Card{base}. En particulier,

dim E = Card{famille libre mazimale} = Card{famille génératrice minimale} .

Si B = {e1,...,e,} est une base de E, alors I'application
PR : K" - E
n
(@))1<j<n = > wje
j=1

est un isomorphisme. Cela nous permet d’identifer E a K™.
On appelle alors le n-uplet (x1,--- ,x,) les coordonnées ou composantes de x dans la base B. On
identifie alors  (en se souvenant de la base...) avec le vecteur colonne
€
X= : e K".

Tn

Dimension et sous-espaces. Soit F un sous-espace vectoriel de E.
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(i) On a dimF < dimE.
(ii) Si dimF = dimE alors F = E.

Si F = Vect{vy, v, ... ,vn}, on en extrait une base £ comme suit: on regarde le premier indice j tel
que v; est non nul et on le met dans £; ensuite, par récurrence, on rajoute le premier vecteur v; d’indice
plus grand de sorte que £ U {v;} est libre, et on continue ainsi jusqu’a épuiser la famille génératrice.

Somme de sous-espaces vectoriels. Soient S, T deux sous-espaces vectoriels de E. On a
dim(S+T) =dimS+dimT —dim(SNT).
En particulier, les propositions suivantes sont équivalentes:
(i) S+ T=SaT,
(ii) dim(S+T) =dimS+dim T,
(iii) SN'T = {0},
(iv) la réunion d’une base de S et de T forme une famille libre de E.
Si S est un sous-espace de E, on dit que T est un sous-espace supplémentaire & S si E = S @ T.

Notons qu’il existe une infinité de supplémentaires pour un sous-espace propre et non trivial de E.

2.1 Applications linéaires
Soit u : E — F une application linéaire entre espaces vectoriels.

1. L’application u est complétement déterminée par les valeurs prises sur une base &€ = {e1,...,e,}.
En effet, tout « € E s’écrit de maniére unique z = > x;e; donc

u(z) =u ijej = iju(ej).
i= i=1

Soient & = (e1,...,e,) une base de E et F = (f1,..., fr) une base de F. La matrice de u dans les
bases € et I est

u(er)ules) ... wul(ey)

a1 a2 ... QAin f

Mat(g’ff) (U) = a1 G272 e az n
Qj, 5

ag1 Qg2 ... Qkgn fk

ou (a; j)1<i<k,1<j<n sont les scalaires tels que, pour tout j € {1,...,n}, u(e;) = Zle a; ; fi- On tire

I’expression
k n
u(z) = E g a; ;x| fi-
i=1 \j=1
En écrivant le tout sous forme d’un produit de matrices, on obtient
Y1 a1,1 . a1,n T
uX)=v=| : |=|: ]
Yk Ak 1 oo Okn In

Cette écriture définit le produit d’une matrice rectangulaire par une colonne. Réciproquement, toute
matrice A = (a; ;) de taille k£ x n s’interpréte comme une application linéaire us : E — F en posant

n k
UA(JJ) = Z Zai’jxjfi .

j=11i=1
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Si p,n > 1, on notera M, ,(K) l’ensemble des matrices & p lignes et n colonnes et & coefficients
dans K et M, (K) les matrices carrées de taille n. Si A € M, ,(K), on associe up : K® — K? en
posant ua(X) = AX. On vérifie que Mat(gmgp)(UA) = A et on définit le rang de la matrice A par
rg A =dimImug.

2. Si (e1, e, ... ,e,) est une base de E, alors (u(er), u(es), ... ,u(e,)) engendre Im w.
3. On a dimE = dimKeru + dimImw. Il suffit de considérer une base (eq,...,¢e,) de Keru et de la
compléter en une base (eq,...,,¢e,) de E. Dans ce cas, (u(ept1),...,u(e,)) est une base de Imu.

4. Soit u € L(E,F), ou E et F sont de méme dimension (finie); les propositions suivantes sont équiva-
lentes:

(i) u bijectif.

)
(i) u injectif.
(iii) Kerw = {0}.
(iv) dimImwu = dim E.
(v) u surjectif.

5. Le dual E* de E est un espace vectoriel de méme dimension que E lorsque E est de dimension finie.
Soit B = (ey,...,e,) une base de E, alors tout vecteur z s’écrit

n
xr = E Zj€j .
j=1

On vérifie que €] : z € E +— x; définit une forme linéaire, appelée fonction coordonnée. La famille
de formes B* = (e}, ...,e}) définit la base duale de B, qui est bien une base de E*. Siu: E — F est
une application linéaire, on définit % : F* — E* en posant u(f) = f o u.

Opérations matricielles. Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) deux matrices de taille n x k. On les interpréte
comme des endomorphismes ua, ug : K¥F — K™ muni des bases canoniques By, et B,,. Prenons un scalaire
A € K. On pose alors

C=A+)B= Mat(3k73n)(UA + )\UB) .

En écrivant C = (¢;;), on trouve
Cij = ij+ Abij -

De méme, si A est de taille k£ x n et B de taille n x p, on définit le produit
C=AxB= Mat(gp’gkﬂuA o UB) .

En posant C = (¢; ;), on trouve
n
Cij = E ;o X b&j.
=1

On dit que A est inversible si ua est un isomorphisme. On note A~! € My, ,,(K) la matrice de ugl.
OnaAA~!' =1, et A='A =1, ot I,, est la matrice de I'identité sur K”; autrement dit les seuls termes
non nuls sont sur la diagonale et sont égaux & 1. On a aussi Al =1,A = A.

Si A = (a; ;) est de taille n x k, alors on définit

A= Mat(3*7e*) fup .

t
On a alors 'A = (a;,i)1<j<ki1<i<n-
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2.2 Déterminants

Une forme n-linéaire est une application f : E® — K qui est linéaire par rapport a chaque variable,
c’est-a-dire que pour tout j € {1,...,n}, si v; € E est fixé pour chaque i # j, application

V= f(vl,...,Uj_1,v,vj+1,...,vn)

est linéaire.
On dit que f est alternée si f(v1,...,v,) = 0 dés que deux vecteurs sont égaux v; = vj, ¢ # j. Dans
ce cas, si on échange la position de deux vecteurs v; et v, ¢ # j, alors on change de signe:

flor, .o vi, e 05,0 0n) = —f(V1, 0, Vg, Vs, )
De plus, si (v1,...,v,) est liée, alors f(v1,...,v,) =0.

Soit f une forme n-linéaire alternée sur un espace E de dimension n muni d’une base B = (ey, ..., e,).
Alors f est complétement déterminée par f(eq,...,e,). En effet, la linéarité de f par rapport a chaque
variable permet de décomposer f en une expression ne faisant intervenir que la décomposition de chaque
v; en fonction de B et f(ei,...,e,). Plus précisément, si v; = Y. | a; je; pour chaque j € {1,...,n},

alors

flog,..oyvm) =  f (Zaiﬁlei,...,ZaLnei)
i=1 i=1
= i ai,lf (ei, i A5 2€i, ..., i ai,nei>
i=1 i=1 i=1
= > H:;l Ao (i),if (€o(1)s - -+ s€o(n))

gESy,

ou s, sésigne le groupe des permutations des ensembles & n éléments et ot on a utlilisé la linéarité et la
propriété alternée de f. Enfin, notons que f(ey(1),.-.,€sn)) =&(o)f(e1,...,e,), ol € : 5, — {—1,1} est
la signature, donc

flor, .oy on) = fler,...,,en) X Z (o) szl Ao (i),i -

OESy

De cette formule compliquée, il faut retenir que I'on fait une combinaison linéaire de termes formés de
produits dont les facteurs sont choisis en en prenant qu'un par ligne et par colonne.

Définition 2.3 (déterminant). — Soit E un espace vectoriel muni d’une base B = (e1,...,e,). Le
determinant dets relatif o B est l'unique forme n-linéaire alternée telle que detg(eq,...,e,) = 1.

Par conséquent, le déterminant d’une famille de vecteurs est nul si et seulement si la famille est liée. Du
coup, une famille ¥ = (vy,...,v,) est une base si et seulement si son déterminant est non nul.

Si f € L(E), on définit dets (f) par dets(f(e1),..., f(en))-

Dans K", le déterminant est défini relativement a la base canonique, qui n’est donc pas précisé dans
la notation. L’usage est de condenser les n vecteurs colonnes formant I’argument du déterminant en une
matrice carrée. On a les propriétés suivantes:

1. On a det(AB) = det A x det B, donc si A est inversible alors det(A~!) = (det A)~!.
2. On a det A = det *A.

3. Si A € K alors det(AA) = A" det A.

4

. Si A = (ai,j)1<i,j<n est triangulaire supérieure (a;; = 0 si ¢ < j) ou inférieure (a;; = 0 si ¢ > j)
alors det A = [ [, ,,, Gi,i-

5. Si A est une matrice par blocs triangulaire

(0 n) (&)

avec B, D des matrices carrées, alors det A = det B x det D.
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3 Cas particulier: E = K"

On considére E = K™, n > 1, comme K espace vectoriel de dimension n.

La base canonique est la famille (e;)1<;<n dont les coordonnées du vecteur e; sont toutes nulles, sauf

la M€ qui vaut 1.

Soit F = (v1,v2, ... ,vp) une famille de vecteurs de K™. Pour chaque j € {1,...,p}, il existe des
scalaires (a;j)1<i<n tels que v; = > | a; je;. Autrement dit,
ai,j
v =

On,j

On peut aussi former la matrice A = (a; ;) € M,, ,,(K).

SiAi, ..., p et xy,..., 2, sont des scalaires, on associe le systéme
CL1)1)\1 +...a1,p)\p = I
.CL;';l)\l + ... aivp)\p ; €Ty
.a'n',l)\l + o OnpAp ; Ty

qui exprime I’égalité matricielle

Ap T

On montre que la famille F est libre en montrant que le systéme avec second membre z; = 0 pour
tout ¢ a une unique solution A; = 0 pour tout j.

On montre que la famille F est génératrice en montrant que le systéme admet au moins une solution
pour tout choix de x1,...,2,.

On montre que la famille F est une base en montrant que le systéme admet exactement une unique
solution pour tout choix de x1,...,x,. Dans ce cas, on doit avoir p = n.

Connaissant une famille génératrice ¥ = (v1,v2, ... ,v,) d'un espace vectoriel, on en extrait une
base en mettant le systéme sous forme triangulaire avec second membre 0. Si on connait la dimension de
I’espace, on cherche autant de vecteurs libres.

Connaissant une famille génératrice F = (v1, v, ... ,v,) d'un sous-espace vectoriel (ou une base), on
montre qu’un vecteur x est dans cet espace en résolvant le systéme avec second membre les coordonnées
de = et en montrant ’existence d’une solution.

Si S et T sont deux sous-espaces vectoriels de E dont on connait des bases, on calcule la dimension
de SN T en résolvant le systéme donné par le fait qu’un vecteur de cet espace s’écrit sous deux formes.
Le nombre de paramétres a la fin de la résolution donne la dimension.

Soient u : K™ — KP et A la matrice de v dans les bases canoniques.

On montre que ’application u est injective en montrant que dim Keru = 0. Ou alors, on calcule
son noyau : on résout le systéme induit par AX = 0. Pour trouver une base du noyau, on résout le méme
systéme, et on se donne dim Ker u vecteurs indépendants et solutions.

On montre que 'application est surjective en montrant que dimImw» = dimF. Ou alors, on résout
le systéme AX =Y, ou X est 'inconnue et Y quelconque dans KP.

Sin = p et u est un isomorphisme, on obtient la matrice de u~* en résolvant le systéme AX =Y
comme ci-dessus de sorte que I’on trouvera X = A~'Y. Par ailleurs, si A € M, (K), on calcule Iinverse
de A en résolvant AX =Y.

1

4 Changements de bases

Soient B = {eq,...,e,} et B’ ={e],...,e),} deux bases de E.
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Définition 4.1. — On appelle matrice de passage de la base B a la base B’ la matrice dont les coefficients
sont les coordonnées des vecteurs de B’ dans la base B.

Ainsi, en notant P la matrice de passage de B a B’, on lit dans les colonnes de P les vecteurs de B’ en

fonction de B: pour tout j, on a e;- = ayje1 + -+ anjen,

el ... e
ai1 A1n €1
P =
anl Gpn €n

On constate alors que P n’est autre que la matrice de I'application identité exprimée dans les bases B’
et B, i.e.:

matrice de passage de B a B’ = Mat(Idg, B’, B) ‘ .

On en déduit que P est inversible.

Regardons comment nous pouvons utiliser cette matrice pour étudier l'effet d’'un changement de
bases sur les vecteurs colonnes. Notons X (resp. X’) le vecteur colonne des coordonnées d’un vecteur x
dans la base B (resp. la base B'):

X1 x)

T x

Par définition, on a les relations

n n n
! . /AN
e; = § ajje;, 1 <j<n, z= E Tie; = E x;e; ,
i=1 i=1 j=1

d’ott 'on déduit que

n

n n n n n n n
/NG / ’ /
xTr = Za:jej = ij Zaijei = ZZaijxjei = Z Zaijajj e; = inei ,
J

j=1 j=1 i=1 Jj=11i=1 i=1 j=1 i=1

ce qui, en identifiant les coordonnées sur B, donne en écriture matricielle :

-

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 4.2. — Soient B et B’ deux bases de lespace vectoriel E, et X, X' les vecteurs colonnes
associés o x dans les bases B, B’ respectivement. Soit P la matrice de passage de B a B'. Alors les

vecteurs colonnes vérifient
X =PX’

et donc la matrice exprimant la nouvelle base B’ en fonction de l’ancienne B permet d’exprimer les
coordonnées dans l’ancienne base en fonction des coordonnées dans la nouvelle.

Pour exprimer X’ en fonction de X, ce qui est en général ce que I’on recherche, il nous faut donc inverser
P. En effet, on a
X' =P 'X.

Toute la construction précédente admet en quelque sorte une réciproque. Soient en effet E un espace
vectoriel de dimension finie, et B = {e1,...e,} une base de E. Soit P = (a,;) une matrice carrée d’ordre
n inversible, et f Pendomorphisme qui admet P pour matrice dans la base B, i.e. P = Mat(f,B,B).
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Alors f est en fait un automorphisme (un endomorphisme inversible) et donc le systéme de vecteurs
B’ ={f(e1),-..., f(e,)} forme une base de E. En écrivant

fler) ... flen)

aix -+ Qln €1

an1 e Qnn €n

on s’apercoit que P n’est autre que la matrice de passage de B a B’. 1l est d’ailleurs clair que P =
Mat(Idg, B’, B). On a donc démontré le théoréme suivant :

Théoréme 4.3. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base B. Alors toute
matrice inversible P d’ordre n est la matrice de passage de la base B a une base Bp de E, et toute base
B’ de E s’exprime a l'aide d’une matrice inversible d’ordre n.

On a donc une correspondance bi-univoque entre ’ensemble des bases de E et les matrices inversibles
d’ordre n.

4.1 Applications linéaires et changements de bases

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, et f une application linéaire de E dans F. Soient
B={e1,.--,en}, B  ={e},...,€),} deux bases de E, et C = {e1,...,6p},C = {€],...,¢,} deux bases de
F. Notons P la matrice de passage de B a B’, Q la matrice de passage de € a €', A la matrice de f dans
les bases B et € et enfin B la matrice de f dans les bases B’ et €.

Considérons = € E. Soient X et X’ ses coordonnées dans les bases B et B’ respectivement. Soient
Y et Y’ les coordonnées de y = f(x) dans les bases C et €’ respectivement. On a alors les relations:

X=PX, Y=QY, Y=AX, Y =BX .

On en déduit immédiatement, comme Q est inversible, que Y/ = Q 'APX’, d’oil la relation fondamen-

tale:
B=Q AP (4.1)

En explicitant un peu plus cette formule, elle devient encore plus claire :
Mat(f, B’, ") = passage(C’ — €) Mat(f, B, C)passage(B — B’) .
La relation (4.1) suggere la définition suivante:

Définition 4.4. — On dit que deux matrices A et B de type p x n sont équivalentes s’il existe une
matrice carrée inversible Q d’ordre p et une matrice carrée inversible P d’ordre n telles que

B=Q 'AP.

Le théoréme suivant fournit un lien important entre applications linéaires et classes d’équivalence
de matrices.

Théoréme 4.5. — Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie n et p respectivement et
f:E = F une application linéaire.

L’ensemble Ay de toutes les matrices de f obtenues en faisant varier les bases de E et de F est une
classe d’équivalence des matrices de type p X n.

DEMONSTRATION. — Soient A,B € Ay et montrons qu’elles sont équivalentes. Par définition de
Ay, il existe des bases B, Bg de E ainsi que des bases Co,Cp de F telles que A = Mat(f,Ba,Cx) et
B = Mat(f, Bp, Cp). Notons P la matrice de passage de B, vers Bp et Q celle de €5 vers Cz. On a donc
d’aprés la relation fondamentale B = Q' AP. Par suite A et B sont équivalentes et A ¢ est contenue dans
une classe d’équivalence.

Soient maintenant A € Ay et B une matrice équivalente & A. Nous allons montrer que B € Ay.
Soient P et Q des matrices inversibles d’ordre n et p respectivement telles que B = Q 'AP. D’aprés le
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Théoréme 4.3, il existe une base B de E (resp. C de F) telle que P (resp. Q) soit la matrice de passage de
Ba vers B (resp. de Ca vers C). Soient z un vecteur de E et y = f(z). On note Xa € R" les coordonnées
de x dans la base Bp, X € R" les coordonnées dans la base B, Yo € RP les coordonnées de y dans la
base Ca, Y € RP les coordonnées dans la base C. Par suite, on a X5 = PX et Yo = QY.

Comme A est la matrice de f, on a Yo = AXa. Donc QY = APX et

Y = Q 'APX = BX.
On en déduit que B est la matrice de f dans les bases B et €. Du coup, B € Ay. [ ]

Exercice 4.6. — Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie n et p respectivement et
f,9: E— F deux applications linéaires.

1. On suppose qu’il existe deur automorphismes hg : E — E et hp : F — F tels que g = h;l ofohg.
Montrer que Ay = Ag.

2. Réciproguement, on suppose maintenant que Ay = Ay. Montrer qu’il existe deux automorphismes
hg:E—=E ethp:F = F tels queg:hglofohE.

Théoréme 4.7. — Soient E et F deuzr espaces vectoriels de dimension finie n et p respectivement. 11
existe exactement min{n,p} +1 classes d’équivalences des matrices de type p x n. Plus précisément, pour
chaque u € L(E,F), il existe une base de E, une base de F et 0 < k < min{n, p} telle que la matrice de
u dans ces bases soit donnée par la matrice par blocs

In O

0 0
DEMONSTRATION. — Soit (eq,...,¢,) une base de Keru que l'on compléte en une base de E par des
vecteurs (ef,...,e}), k+ ¢ = n. La famille (u(e}),...,u(e})) est libre. En effet, si (\j)1<;<x sont des
scalaires tels que Z?Zl Aju(e}) = 0 alors u(Z?Zl Ajej) = 0 donc Z?Zl Ajej € Keru. Mais I'espace
engendré par ces vecteurs est un supplémentaire de Ker u, donc Z’Ll /\je;- = 0 et tous les scalaires sont
nuls. Notons donc f; = u(e}), j = 1,...,k. Ces vecteurs forment une famille libre de F' que I'on peut

compléter en une base F de F. Si on écrit € = (ef,...,€},e1,...,,¢,), alors la matrice de u est bien

Ir O
0o 0 /)"
Le théoréme 4.5 montre que chaque élément est équivalent & une matrice de la forme ci-dessus. On en

dénombre exactement min{n,p} + 1. ]

Corollaire 4.8. — Deuz matrices de My, ,(K) sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

Remarque 4.9. — St A = (a;;) € M, (K), on peut associer naturellement une application linéaire
fa : K — KP définie par X — AX. Dans ce cas, la matrice de fa dans les bases canoniques est
exactement A. En revanche, si on se fize d’autres bases B = (e1,...,e,) et C = (¢],...,¢,), alors on
définira une autre application linéaire en posant

FUDS me | = D0 D age

1<j<n 1<j<n1<i<p

En conclusion, lapplication associée & une matrice dépend fortement des bases choisies.

4.2 Le cas des endomorphismes

Plagons nous maintenant dans le cas ot E = F et ou B = €,B’ = €. On s’intéresse donc a la maniére
dont change la matrice A d’une application linéaire f : E — E dans la base B quand on passe & la base
B’. Soient P la matrice de passage de B & B’ et B la matrice de f dans la base B’, la relation (4.1)
appliquée a notre situation donne immeédiatement :

B =P AP (4.2)
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Définition 4.10. — On dit que deuz matrices carrées d’ordre n A et B sont semblables s’il existe une
matrice carrée inversible P d’ordre n telle que

B=P AP
En particulier, deux matrices semblables sont équivalentes.

Déterminant. On remarque que si deux matrices sont semblables, alors elles ont méme déterminant:
en effet, si A = PBP~! alors

det A = det P x det B x det(P~!) = det P x det B x (det P)™! = det B.

Du coup, si u € L(E), alors, quelle que soit la base de E considérée, on obtient le méme déterminant.

Trace. Si A = (a; ;)1<i,j<n est une matrice carré de taille n, alors on définit

n
trA = Z Qg -
i=1

On montre facilement que tr définit une forme linéaire sur M, (K).
Prenons A = (a; ;) € M, ,(K) et B = (b;;) € M, ,(K) et notons C = (¢; ;) = AB € M,(K) et
D= (di,j) =BA e Mn(K) On a

Cii= Y Gixbei et diz= Y bja;
1<k<n 1<¢<p

donc

tr(AB) = Z Z i 1bki

1<i<p1<k<n

tl"(BA) = Z Z b]‘,zaz’j

1<j<n 1<e<p

= D D abe

1<t<p1<j<n

donc, si on pose j = k et £ = 4, on obtient tr(AB) = tr(BA). En particulier, si v est un endomorphisme
que l'on exprime dans deux bases B et € avec matrice de passage P, de sorte que 'on a A = PBP!,
alors

trA =tr(PBP™') = tr P(BP™!) = try(BP )P = tr B

donc la trace définit une forme linéaire sur £(E) (et pas seulement sur les matrices).

Le probléme de classification devient bien plus compliqué dans ce cadre. Mais on a les conditions
nécessaires suivantes:

Proposition 4.11. — Si A,B € M,,(K) sont deuz matrices semblables, alors on a
1. rgA =1gB,
2. det A = det B,
3. trA =trB.



