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Suites et séries numériques

Exercice 1 Montrer qu'une suite d’entiers convergente est constante & partir d’un certain rang.

Exercice 2 Trouver les limites des suites suivantes.
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Exercice 3 Trouver les limites des suites suivantes.
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Exercice 4 Trouver les limites des suites suivantes.
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Exercice 5 Montrer que la suite (u,), N définie par
1
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n’est pas convergente.

Exercice 6 Soit (un)neN une suite de R. Que pensez-vous des propositions suivantes :
e Si (uy), converge vers un réel ¢ alors (uay)n et (u2n41)n convergent vers £.

o Si (u2p)n et (uan+1)n sont convergentes, il en est de méme de (uy, ).

o Si (ugn)n et (u2nt1)n sont convergentes, de méme limite ¢, il en est de méme de (uy ).

Exercice 7 Soit G un sous-groupe additif de R. On note a = inf{g € G, g > 0}.

1. Montrer que a € G.



2. On suppose que a > 0. Montrer que G = aZ.

3. On suppose que a = 0. Montrer que, pour tous a,b € R, a < b, on a [a, 0] NG # &.
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Exercice 8 Soit ¢ un entier au moins égal & 2. Pour tout n € N, on pose u,, = cos —.

1. Montrer que 44 = u, pour tout n € N.

2. Calculer uyq et upg+1. En déduire que la suite (u,,) n’a pas de limite.

Exercice 9 On considére les deux suites :
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Montrer que (up), et (vy)n, convergent vers une méme limite. Et montrer que cette limite est un
élément de R\Q.

Exercice 10 On considére la suite (uy, ), définie par ug = 3 et pour tout n > 1,

Up_1 + 2n% — 2

Up = B}

n
Montrer que limu,, = 2.

Indication: On pourra étudier la suite (vy,), définie par v, = u, — 2.
Exercice 11 Soient a,r € R, avec r # 0. On considére les suites (u,),, définies par
Upt1 = TUp +a. (1)

1. Montrer que la suite (un41 — un ), est une suite géométrique de raison 7.

2. On pose A = a/(1 —r), avec r # 1. Montrer que la suite constante dont tous les termes sont
égaux a A est solution de (1).

3. Montrer que (u, — \), est une suite géométrique.

4. En déduire I’expression suivante

Up = A+ (ug — A)r".

Exercice 12 Soit (uy,)n>1 une suite a valeurs positives telles que, pour tout m,n > 0, on ait
Um4n S Uy + U -
Montrer que la suite (u,/n), est convergente de limite inf(u,/n).

Exercice 13

1. On considére
80 = {(un)n>0, Un+2 = Upn + Unt1}.

a) Montrer que 8y est un espace vectoriel de dimension finie. Déterminer sa dimension.
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b) Montrer que pour toute suite (u,) de 8y, il existe a,b, € R telles que, pour tout n > 0,
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P(z) = 2" — Z a;z’

0<j<k

2. Soit

un polynéme réel ayant toutes ses racines réelles et simples. On considére

SP = (UH)TLZO) Un4k = E AjUp+j
0<<k
a) Montrer que 8p est un espace vectoriel dont on déterminera la dimension.

b) Montrer qu’il existe une matrice A € My(R) telle que, pour toute suite (u,,) de Sp et tout
n > 0, on ait

Up, U

— A"

Un+k—1 Uk—1
¢) Montrer que A est diagonalisable.
d) Soit
up
U=
Uk—1
un vecteur propre de A. Décrire la suite (u,) ayant pour conditions initiales ug, ..., ug_1.

e) Décrire la forme générale d’une suite de Sp.

Exercice 14
1. Soient a,b > 0. Montrer que vab < "7“’.
2. Montrer les inégalités suivantes (b > a > 0) :

a+b

5 <b et aS\/@Sb.
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3. Soient ug et vy des réels strictement positifs avec ug < vg. On définit deux suites (u,) et (vy)

de la fagon suivante :
Up + v
Up+1 = /UnUp €6 Vpyr = %
a) Montrer que u, < v, quel que soit n € N.
b) Montrer que (v,,) est une suite décroissante.

¢) Montrer que (uy,) est croissante. En déduire que les suites (u,) et (v,) sont convergentes
et quelles ont méme limite.

Exercice 15

1. Soit (vp)n>0 une suite telle que vy41 = 2(1 — v, ). Pour quelles valeurs de vy cette suite est-elle
bornée? On pourra chercher z € R de sorte que (v, — ), soit géométrique.

2. Soit (uy,)n une suite réelle bornée telle que lim(u,, +us2,/2) = 1. Montrer que la suite (uy, ), est
convergente et calculer sa limite.



