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Produit de convolution

Exercice 1 Soient a < b et c < d des réels. On note f et g les fonctions caractéristiques des
intervalles [a, b] et [c, d] respectivement. Montrer que f ? g(x) est la mesure de [x− a, x− b] ∩ [c, d]
et décrire le graphe de f ? g selon que b− a = d− c ou non.

Exercice 2 On suppose que f ∈ L1
loc, g ∈ L

p
loc, 1 ≤ p ≤ ∞, et f ou g à support compact. Montrer

que f ? g existe presque partout et définit un élément de Lploc.

Exercice 3 Vérifier que la convolution est commutative, associative et distributive par rapport à
l’addition dans L1.

Exercice 4 On se place dans Rn, n ≥ 1, muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.

1. Montrer que si f ∈ Lp et g ∈ Lq avec (1/p) + (1/q) = 1, alors f ? g est continue. Montrer que
si p, q > 1, alors f ? g tend vers 0 à l’infini.

2. En déduire que si A et B sont de ensembles de mesure strictement positive sur R alors

A+B = {x ∈ R, il existe (a, b) ∈ A×B tel que x = a+ b}

contient un intervalle.

Exercice 5 Montrer que si f ∈ Lp, g ∈ Lq, avec 1 ≤ p, q ≤ ∞ et (1/p) + (1/q)− 1 ≥ 1, alors f ? g
est bien défini pp. et (f ? g) ∈ Lr, où r vérifie (1/r) = (1/p) + (1/q)− 1.

Exercice 6 On suppose f ∈ L1
loc et g ∈ C1, avec g à support compact, alors f ? g est aussi de classe

C1 et
∂

∂xj
(f ? g) = f ?

∂

∂xj
g .

Exercice 7 Soit f ∈ L1(R) et soit g de classe C1 telle que g, g′ ∈ L∞. Montrer que f ? g est de
classe C1 de dérivée f ? g′.

Exercice 8

1. Montrer que la formule

f(x) = exp

(
−1

1− x2

)
· χ]−1,1[(x)

définit une fonction de classe C∞ à support compact.

2. En déduire l’existence, pour chaque ε > 0, d’une fonction gε : R → [0, 1] à support dans
[−(1 + ε), (1 + ε)] qui vaut 1 sur [−1, 1].

Exercice 9 Soit f : Rd → R+ une fonction continue intégrable et d’intégrale 1. Montrer que la
suite (fn)n définie par

fn(x) = ndf (nx)

est une approximation de l’identité.

Exercice 10 Soit (pn) une approximation de l’identité à support compact dans Rd. On suppose
que f est continue sur Rd. Montrer que (f ? pn) tend vers f uniformément sur tout compact.
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Exercice 11

1. Démontrer que la suite d’applications numériques (kn)n définie par kn(x) = 0 si |x| ≥ 1 et

kn(x) =
(1− x2)n∫ 1

−1(1− t2)ndt

si |x| ≤ 1 définit une approximation de l’identité que l’on appelle le noyau de Weiertrass. On
pourra remarquer que ∫ 1

−1
t(1− t2)ndt ≥ 2

∫ 1

0

t(1− t2)ndt =
1

n+ 1
.

2. (a) Démontrer que si f est une fonction continue à support dans I = [−1/2, 1/2], alors la
restriction de kn ? f à I est un polynôme.

(b) En déduire le théorème d’approximation polynomiale de Weierstrass.

Exercice 12
2 Versions en une seule
Posons, pour tout t > 0 et x ∈ Rd,

γt(x) =
1

(2πt)d/2
exp

(
−|x|

2

2t

)
.

On admettra dans la suite que γt ? γs = γt+s pour tous t, s > 0.

1. Montrer que γt ? γs = γt+s pour tous t, s > 0. On pourra d’abord traiter le cas d = 1 en
remarquant que γt vérifie une équation différentielle du premier ordre pour en déduire le cas
général.

2. Montrer que (γt) définit une approximation de l’identité quand t tend vers 0.

3. Soient p ∈ [1,∞] et g ∈ Lp(Rd), montrer que la fonction f : Rd×]0,∞[ définie par f(x, t) =
γt ? g(x) est bien définie et de classe C∞.

4. On suppose g uniformément continue et bornée. Vérifier que f est solution de l’équation de la
chaleur 

d

dt
f − 1

2
∆f = 0 si t > 0, x ∈ Rd

f(0, x) = g(x) si x ∈ Rd

Exercice 13 On considère ϕ : R→ R définie par ϕ(x) = e−πx
2

et on pose pn(x) = nϕ(nx).

1. Montrer que (pn) est une approximation de l’identité.

2. Montrer que pour tout p ∈ [1,∞], et pour tout f ∈ Lp(R), on a f ? pn de classe C∞.

3. Montrer que si f est continue et bornée, alors (f ?pn)n converge uniformément sur les compacts
vers f .

Exercice 14 On considère une fonction ϕ : R → R de classe C∞ à support compact d’intégrale 1
et on pose pn(x) = nϕ(nx).

1. Montrer que (pn) est une approximation de l’identité.

2. Montrer que pour tout p ∈ [1,∞], et pour tout f ∈ Lp(R), on a f ? pn de classe C∞.

3. Montrer que si f est continue, alors (f ? pn)n converge uniformément sur les compacts vers f .
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