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Espaces de Lebesgue

Exercice 1 Montrer que, si f : X — R, est mesurable, alors il existe une suite d’ensembles
mesurables (A,), tels que

flx) =" 2"xa,(2).
nEZ

On pourra commencer par traiter le cas de fonctions a valeurs dans [0, 1].

Exercice 2 Montrer que le théoréme de convergence monotone est équivalent au lemme de Fatou,
au sens que l'on peut déduire 'un de I’autre. Montrer par un exemple que I'inégalité dans le lemme
de Fatou peut étre stricte.

Exercice 3 Soit (f,) une suite de fonctions mesurables & valeurs complexes qui tend presque
partout vers une fonction f. On suppose qu’il existe g inégrable telle que, pour tout n, on ait
|fn| < g presque partout. En considérant la suite de fonctions (2g — |f — fu|)n, montrer que f est

intégrable et
/fduzlim/fndu.

Exercice 4 On rappelle que la mesure de Lebesgue est la seule mesure A de R™, n > 1 fixé,
invariante par translations telle que ([0, 1]™) = 1.

1. Soit T € O, (R). Montrer que, pour tout borélien A C R", on a A(TA) = A(A).
2. Soit T' € M,,(R). Montrer que pour tout borélien A C R"”, on a A(TA) = A(A)|detT).

Exercice 5 On se donne un espace mesuré (X, A, u) et deux réels conjugués p,q > 1 tels que
1,1

=4+ 2 =1

pa

1. Soient a,b > 0; montrer I'inégalité de Young :

1 1
ab < —aP + =b9.
p q

Que peut-on dire du cas d’égalité 7

2. Soient f, g deux fonctions mesurables. En utilisant la question précédente, montrer que pour

tout A >0
AP A4
/\fgldué—/ \f|ﬂdu+—/ 1917 dp.
X P Jx q X

Optimiser cette inégalité par rapport & A et montrer l'inégalité de Holder :

gl < 1£1lp lgllq-

Traiter le cas d’égalité. Cette inégalité est-elle vraie pour p=1et g =400 7

3. Soit p > 1; en remarquant que (a+b)? = (a+b)(a+b)P~! pour tous réels positifs a, b, montrer
I'inégalité de Minkowski. Traiter les cas p =1 et p = co.

Exercice 6 Soit f une fonction mesurable de (X, A, ). On note Ny ensemble des p > 0 tel que
feLrr.

1. Montrer que si p < r < g alors |f|” < |f|” +|f|?%; en déduire que Ny est un intervalle. Peut-on
traiter aussi le cas ¢ = 0o 7



2. En prenant X =Ry, A= B(R;) et u la mesure de Lebesgue, on considére

1+ 2%/|log x|’
(z¢/|log z[")(1 + x| log z[*)”

fz) =

ou a,b,c,d > 0. Calculer Ny en fonction des parameétres.

3. Soit r = ap+ Bq, o, > 0 et a + S = 1; en appliquant I'inégalité de Holder, montrer que
r — rlog| f|l est continue et convexe sur Ny.

Exercice 7 Soient p,q,r > 1. Montrer que si (1/r) = (1/p) + (1/q) alors || fgll- < | fll»llgllq, €t, si

(1/p)+ (1/q) + (1/r) =1 alors ||fghllx < || fllpllgllqllnll- Généraliser aux cas (1/r) = (1/p1)+ ...+
(1/pn) et (1/pr) + -+ (1/pn) = 1.

Exercice 8 Montrer que L est complet.

Exercice 9 Soient p > 1 et (f,,) une suite de fonctions mesurables. Montrer que
Ny (X 5) €N

Exercice 10 Pour p > 1, on désigne par ¢P esnemble des suites z = (2,)n>0 & valeurs complexes
telles que la série de terme générales (|z,|”), est convergente. On note

ey = (o) "

On note £*° D'espace des suites bornées et on note ||z||cc = sup{|z,|,> 0} et ¢y le sous-espace des
suites qui tendent vers zéro.

1. Montrer que #P est un espace vectoriel normé. On admettra qu’il est complet.
2. Montrer que si p > q alors P C ¢4 et P C cq, et les inclusions sont strictes.

3. Soit p > 1; montrer que si (z*);, est une suite de £ qui tend vers z alors la convergence a aussi
lieu dans £*° et dans £? pour tout ¢ > p.

4. Montrer que c¢g est fermé dans ¢*°

Exercice 11 Soit p > 1 et soit (f,) une suite de fonctions mesurables qui converge vers f pp.
Montrer que s’il existe g € L? telle que, pour tout n, |f,| < g pp, alors (f,,) tend vers f dans LP.

Exercice 12 Soit (X,.A, 1) un espace mesuré o-fini. On considére une suite (f,) de fonctions
mesurables qui tend vers f presque partout.

1. Montrer que
[1£1lp < Timinf {| fol, -

En déduire que si (f,,) est bornée dans LP alors f est aussi dans LP. Montrer que 'inégalité
stricte est possible.

2. On suppose dorénavant que lim || f,, ||, = || f|l, et on veut montrer que 'on a convergence dans
LP.

(a) Montrer que pour tout borélien A, lim || fuxall, = || fxallp-

(b) Montrer que, pour tout & > 0, on peut écrire X = AUBUC, avec A, B et C mesurables,
de manicre & ce que ||fxcllp < e, u(B) <e et (fulc)n tend vers f|c uniformément.

(¢) Conclure.



Exercice 13 Soit (X, A, u) un espace mesuré. Soit f : X — C mesurable; on suppose qu'il existe
po < oo tel que f € LP°. Le but de cet exercice est de montrer que

Tim 7 = Il
1. Montrer le résultat si || f|lcc = 0. On supposera dorénavant que || f|/ 7 0.
2. Pour a < || fl|oo, notons E, = {|f| > a} et montrer que 0 < u(E,) < co. En déduire que
liminf || f]|, > .
Conclure dans le cas f ¢ L°°.

3. On suppose maintenant f € L°°. Montrer que

limsup || fllp < [|£]lo

et conclure.

Exercice 14 Soit (X, A, 1) un espace mesuré tel que u(X) = 1. Soit f € L.
1. Montrer que si 0 < p < g alors || f|l, < || fllq-

2. Montrer que pour tout p €]0, 1],
! P 1 P
log|f|du§510g |f] d,u<5 (IfIP = 1)dp.

3. En déduire que
Jimm | £l = exp/loglf\du~

4. On se fixe p €]0, 1. Est-ce que || - ||, définit une norme? Et || - [[P?

Exercice 15 Soit (X, A, 1) un espace de mesure finie. On considére une suite (f,,) bornée dans L?
qui converge presque partout vers une fonction f.

1. Montrer que f définit un élément de L2,

2. On note, pour n > 0 et € > 0,
Fo={z e X, |fu(z) = f(z)| = £}.
Montrer que p(F,) tend vers 0. On pourra considérer les ensembles A, = Uy >pF.

3. Montrer que la suite (f,) tend vers f dans L'. On pourra écrire

J18= = [ 0= s+ [ 1= sl

n X\Fn

4. Montrer, par un exemple, qu’on n’a pas forcément convergence dans L?2.

5. Montrer que pour tout g € L2, on a

lim/fn-gdu=/f-gdu-



Exercice 16 Soit K : R — R une fonction mesurable. On suppose qu’il existe M € R, telle que
J K(z,t)dt < M, pour tout z € R, et [ K(t,y)dt < M, pour tout y € R.
Si f : R — R est une fonction mesurable, on pose, pour tout = € R tel que K (z,-)f € L*,

T(f)(x) = / K (e, 0)f(t)dt

Soit 1 < p < 0.

1. Soit f € LP. Montrer que T'(f)(x) est bien définie pour presque tout x € R. Montrer que
T(f) € L.

2. Montrer que T est une application linéaire continue de L? dans LP.

Exercice 17 On rappelle que pour tout = € [0, 1], il existe une unique suite (£,,),>1 & valeurs dans
{0, 1}, dont les termes ne sont pas tous égaux a 1 a partir d'un certain rang telle que

k>1

Le but de cet exercice est de montrer que pour presque tout x € [0,1[, on a

k
1 1
lim — ==
Jim e s =5
Jj=1
Pour cela, on pose, pour j > 1, r;(z) =1 — 2¢;.

1. Montrer que si on note r; : R — {—1,1} la fonction 1-périodique qui vaut 1 sur [0,1/2] et
(—1) sur [1/2,1], alors, pour tout k > 0, on a ri(x) = r1 (28~ x).

2. Soient k > 1 et p € {0,2% —1} et notons I = [p/2*, (p+1)/2*. Montrer que r;(z) est constante
sur I'si j <ketque [;r;(x)de=0sij>k+1.

3. Montrer que si k1 < ko < ... < k,,, alors
/ Ty (X)Thy () ... 1g,, (x)dz = 0.
[0,1]

4. Calculer )
1 n
/ Stdr ou S,(r)= - er(x).
0 k=1

5. Montrer que la série de terme général (Si),>1 est convergente et définit un élément de
L([0, 1]).

6. En déduire que S, (z) tend vers zéro presque partout et conclure.



