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INTRODUCTION

L’objet du calcul différentiel est de comparer localement des fonctions compliquées a des fonctions
plus simples afin d’en tirer des informations globales sur la fonction d’origine. Par exemple, si f: 1 — R
est une application numérique, définie et dérivable sur un intervalle I =|a, b, alors cela signifie que pour
xo € I, la limite suivante existe
x)— f(x

T—xQ r — X

Autrement dit, au voisinage de xy, on peut écrire

f(x) = f(zo) + f'(z0)(x — 20) + (x — w0)e()

ou € : I = R est une fonction qui tend vers 0 vers xy. Cela signifie que le comportement de f proche de
xo est similaire & Iapplication affine x — f(zo) + f'(z0)(z — xo).

A partir de ces données locales (ressembler & une application affine au voisinage de chacun des
points), on peut ensuite en déduire des informations globales: le prototype est le théoréme des accroisse-
ments finis qui permet de controler |f(z) — f(y)| par les valeurs de f’ prises dans l'intervalle borné par
x et y. D’autres applications comprennent I’établissement du tableau de variations d’une fonction et le
calcul des extrema.

L’objet de ce cours est de développer le calcul différentiel dans le contexte des fonctions f : RP —
RY, pour p,q > 1 quelconques. Une partie du cours consiste a étendre ce qui est connu des fonctions
numériques et une autre a analyser les nouveautés provenant du contexte de la grande dimension. La
plupart des résultats restent valides en dimension infinie, mais cela requiert la maitrise de quelques points
techniques qui ne ferait qu’obscurcir une théorie déja suffisamment technique.

Dans un premier temps, on étudiera les notions de différentiabilité des fonctions, en donnant des
méthodes de calculs des exemples et en établissant quelques propriétés élémentaires. Ensuite, on établira
un théoréme fondamental permettant le passage du local au global: le théoréme de la moyenne (analogue
du théoréme des accroissements finis). On pourra en déduire des propriétés plus fines des applications
différentiables.

Dans un second temps, on étudiera la différentiation d’ordre supérieur, avec un attachement par-
ticulier a la différentielle seconde. Cela nous conduira naturellement & la notion de développements
limités.

Le chapitre suivant portera sur des théorémes centraux de la théorie: les théorémes d’inversion locale,
des fonctions implicites et du rang constant. Ces résultats sont de nature nouvelle et nous permettront
dans le chapitre suivant d’étudier les sous-variétés de R™, qui correspondent a des généralisations des
courbes dans le plan.

Le bon contexte pour étudier les fonctions de plusieurs variables est celui des espaces vectoriels réels
normés. L’introduction se conclut donc par un rappel sur cette notion, ainsi que sur la continuité qui est
un préambule au calcul différentiel.
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CHAPITRE I.— CONTEXTE ET RAPPELS

1 Espaces vectoriels normés

1.1 Généralités

Définition 1.1. — Un espace vectoriel (réel) normé (evn) (E, ||-]|) est un espace vectoriel E muni d’une
norme, c’est-a-dire d’une application || - || : E — Ry qui vérifie les propriétés suivantes:

(N1) pour tout vecteur x € E, ||z|| = 0 si et seulement si x = 0;
(N2) pour tout vecteur x € E et tout scalaire A € R, on a || Az|| = |A|||z]| (homogénéité)

(N3) pour tous vecteurs x,y € E, on a ||z +y| < ||z|| + |ly|| (inégalité triangulaire)

On déduit de I'inégalité triangulaire la minoration souvent pratique, appelé parfois inégalité triangulaire
inverse

ezl = 1ylll < llz =yl -

Exemples 1.2. — On travaille sur E=R", n > 1. Siz € R", on note ses coordonnées x = (x;)1<j<n
otvx; €ER, j=1,...,n. Les normes les plus courantes sont les normes suivantes.

1. [z = Z1§jgn |25

2. [lz]2 = \/ Z1gj§n x?;

3. |lefloe = max{la;],1 < j < n}.

Une autre source d’exemples provient de produits scalaires.

1.2 Espaces euclidiens

Soit E un espace vectoriel réel.

Définition 1.3. — Une forme bilinéaire sur un espace vectoriel est une application b : E x E — R telle
que

— pour tout y € E, by : x — b(x,y) est linéaire;
— pour tout x € E, by : y — b(x,y) est linéaire;
On dit qu’elle est symétrique si b(x,y) = by, x) pour tous x,y € E. De plus, on dit que b est
— positive si b(x,x) > 0 pour tout x € E,
— définie si b(x,x) = 0 seulement si x = 0.
On note q(x) = b(x,z) et on dit que q est la forme quadratique associée a b.

Lorsque b est symétrique, on peut la retrouver a partir de g avec la formule suivante

br,y) = 3 ol + ) — al@) — a(y) = 3 (0w +9) — (o~ 1)

Définition 1.4. — Un produit scalaire est une forme bilinéaire définie positive. Un espace euclidien
est un espace vectoriel de dimension finie sur R muni d’un produit scalaire. On note le produit scalaire

b(z,y) = (z,y).
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Exemple 1.5. — Sur R"™, on pose

(X,Y)= XY => zy,.

j=1
On vérifie que c’est bien une forme bilinéaire symétrique. De plus, on a (X, X) = Zx? donc elle est
positive, et (X,X) =0 seulement si x; = 0 pour tout j, donc elle est bien définie positive.

Théoréme 1.6. — Un espace euclidien est naturellement un espace vectoriel normé avec ||| = v/q(x).

Pour montrer ce résultat, on commence par montrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Inégalité de Cauchy-Schwarz. — Soit (E,b) un espace vectoriel euclidien de forme quadratique q.
On a, pour tout x,y € E,

b(z,y)* < q(x)q(y),
avec €galité si et seulement si x et y sont liés.
DEMONSTRATION DE L'INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ. — Pour ¢t € R, on a g(zt +y) > 0. Or, en
utilisant la bilinéarité de b et la symétrie, on montre que q(tx +vy) = q(x)t> + 2tb(x,y) + q(y). Comme ce

polynéme quadratique (en ¢) ne prend que des valeurs positives, il ne peut s’annuler au plus qu’une fois,
donc son discriminant doit étre négatif:

b(z,y)* —q(z) - qly) <0.

Le cas d’égalité a lieu si on n’a qu’une seule racine, qui est donc, en supposant = # 0, t = —b(z,y)/q(x),
auquel cas on a g(tx +y) = 0 soit tx +y = 0. Donc z et y sont liés. Sinon, x = 0 et = et y sont
automatiquement liés (avec égalité). ]
DEMONSTRATION DU THEOREME 1.6. — On pose, pour z € E, ||z]| = 1/¢(x). Pour montrer que || - ||

est une norme, il suffit de vérifier I'inégalité triangulaire. Il suffit de traiter le cas x + y # 0 de sorte que
|z +yl| # 0.

_ (@) +ay) +2va(@)q(y) —q(z +y)
Iz +yll + ll=( + [yl

S 2Val)a(y) - 2b(z,y)

= eyl el + ol

(Ul + Nyl = ll= + vl

1.3 Topologie d’un evn

Rappelons qu’'une distance sur un ensemble E est une application d : ExE — R, qui vérifie les propriétés
suivantes:

(D1) pour tous z,y € E, d(x,y) = 0 si et seulement si x = y;
(D2) pour tous z,y € E, on a d(z,y) = d(y, z) (symétrie)
(D3) pour tous z,y,z € E, on a d(x,y) < d(z,2) + d(z,y) (inégalité triangulaire)
Comme pour les normes, on déduit de I'inégalité triangulaire 'inégalité triangulaire inverse
|d(z,2) — d(z,y)| < d(z,y) .

Si (E, || -||) est un evn, alors d(z,y) = ||z — y|| définit une distance sur E.

Sixz € Eetr >0, on appelle boule ouverte de centre x et de rayon r (resp. boule fermée de centre
x et de rayon r) 'ensemble

B(z,7)={y €E, ||z —y| <r} (resp. B(z,r)={y€E, |lz—y| < r}) .
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Un ouvert U de E est une partie telle que, tout point z € U est le centre d’une boule ouverte de rayon
r > 0 contenue dans U. En particulier, toute boule ouverte est un ouvert. Un fermé F de E est une
partie de E dont le complémentaire est ouvert. Enfin, un voisinage d’'un point x € E est une partie V
de E qui contient une boule ouverte non vide centrée en x. Notons qu'un voisinage n’est pas forcément
ouvert. Si E est de dimension finie, un sous-ensemble X de E est compact s’il est fermé et borné. Une
autre caractérisation affirme que toute suite a valeurs dans X admet une sous-suite convergente dans X.

2 Rappels sur la continuité

Soient (E, || -|lg) et (F,|| - |lr) deux espaces normés. Soient U un ouvert de E, f : U — F une application
et prenons zg € U et yo € F. On dit que f(x) tend vers yo quand = tend vers zg si || f(x) — yo|/r tend vers
0 quand ||z — zo|| tend vers 0. Autrement dit, pour toute marge d’erreur € > 0, il existe une précision
6 > 0 telle que si z € Uet ||z — xo||lg < § alors ||f(z) — yollr < &. On appelle yo la limite de f en ¢ et
on écrit

lim f(z) =yo.

Tr—xQ

Notons que la limite, si elle existe, est forcément unique.

On rappelle le critére de Cauchy qui permet de montrer la convergence d’une suite sans connaitre
la limite a priori dans un espace métrique complet —ce qui est le cas des espaces vectoriels normés de
dimension finie: une suite (), est convergente si, et seulement si, elle est de Cauchy: pour tout € > 0,
il existe un rang ng > 1 tel que, si p,q > ng alors ||z, — 4] <e.

2.1 Généralités

Définition 2.1 (continuité). — Une fonction f : U — F définie sur un ouvert d’un evn E & valeurs
dans un evn F est continue en un point xog € E si lim,, f = f(xo). La fonction f est continue sur U si
elle est continue en chaque point.

En général, on montre que la fonction f est continue en un point xg en montrant que lim,, f(z,) =
f(zo) quelle que soit la suite (z,,), qui tend vers z.

Exemple.— Soit E un evn; l'application f : E — R définie par f(z) = ||z|| est continue. En effet,
I'inégalité triangulaire inverse affirme | ||z|| — |ly|| | < ||x —y|| pour tous z,y € E. Par conséquent, si e > 0
est fixé et si ||z — y|| < e, alors |f(z) — f(y)| <e.

Propriété 2.2 (stabilité). — Soient f,g : U — F deuz fonctions définies d’un ouvert d’un evn E a
valeurs dans un evn F et soit xg € U. On suppose que f et g sont continues en xg. On a les propriétés
sutvantes.

1. Pour tous \, i € R, Uapplication \f + ug est continue en xg.
2. SiF =R, alors fg est continue en xg, ainsi que f/g si g(xzg) # 0.

3. Sih:V — G est une application définie sur un ouvert V de F contenant f(xo), continue en ce point,
et a valeurs dans un evn G, alors ho f est continue au point xq.

La notion de continuité en plusieurs variables peut étre compliquée & étudier. Nous illustrons ce
propos par quelques exemples.

Exemples de fonctions continues. — Une fonction polynomiale f : R® — R est une combinaison

k kp o . . .
j;...xj:ouogpgmlgyl<]2<...<;,,§

n et k; € N. Les projections 7, : (x;) — ) sont continues, donc les mondmes aussi et leurs combinaisons
linéaires de méme. Donc les fonctions polynomiales sont continues.

linéaire de mondmes, c’est-a-dire de termes de la forme x

Considérons Papplication f : R? — R définie par f(z,y) = 2%y siy > 0 et f(z,y) = 0siy < 0.
Alors f est continue sur R%. En effet, si (y,) tend vers 0 par valeurs positives et (z,,) tend vers x, alors
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f(zn,yn) tend vers 0.

Exemples de fonctions non continues. — On s’intéresse aux comportements au voisinage de ’origine
des fonctions suivantes. Notons g : R? — R définie par
xy i
g(x,y) = si (z,y) #(0,0) et ¢(0,0)=0.

$2+y2

Cette application est continue le long des axes {z = 0} et {y = 0} puisque g(z,0) = g(0,y) = ¢(0,0) = 0.
Cependant, pour « # 0, on a
@

a2+17é0

9(z,ax) =
donc g n’est pas continue en 0.
Notons h : R? — R définie par
%y

h(z,y) = m

si (x,y) # (0,0) et h(0,0)=0.

Cette application est continue le long des droites passant par l'origine y = ax, o € R et x = 0 car

OZZL'?’ axr

h(x,a:c) = (z4 + az)? = (23 4+ )2

si z # 0 mais

1
4y
h(x, X ) = 471‘2
qui est divergent. Donc h n’est pas continue a l'origine.

Il faut donc retenir que la continuité est une propriété globale: il ne suffit pas de considérer unique-
ment les axes, ou les droites, etc. Il faut un controdle simultané dans toutes les directions. Une condition
nécessaire pour la continuité d'une fonction f : R? — R en un point (zg, o) est que, quelle que soit la
fonction continue ¢ : R — R telle que p(zg) = yo, la fonction x — f(x,p(z)) est continue en xg. Mais
cette condition n’est pas suffisante.

Théoréme 2.3. — L’image réciproque d’un ouvert (resp. fermé) est ouverte (resp. fermée) par une
fonction continue.

La propriété suivante est trés utile.

Proposition 2.4. — Une application continue f : K — R définie sur un ensemble compact atteint ses
bornes.

2.2 Normes équivalentes, applications linéaires en dimension finie

Définition 2.5. — Soit E un espace vectoriel réel. Deux normes ||| et ||

une constante C > 1 telle que, pour tout x € E,

sont équivalentes s’il existe

Ll < el < )l
C

Cela implique que les limites pour une norme ou une autre coincident.

Proposition 2.6. — En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
DEMONSTRATION. — On se fixe une base de E afin de I'identifier avec R”, ot n = dim E. Notons (e;)
la base canonique de R™. Nous allons montrer que toute norme est équivalente a la norme || - ||.. Notons
donc N une norme sur R".

Montrons tout d’abord que N : (R™, ]| - ||o) — R est continue. Pour cela, on observe

n

N(z) =N zie; | <D |wiN(es) < [ DON(ej) | - o -
1 j=1 j=1

Jj=
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Par conséquent, si on note M = Z;'L=1 N(e;), alors on a N(z) < M||z||sc. Du coup, I'inégalité triangulaire
inverse nous dit
IN(z) = N(y)| < N(z —y) <Mz — ¢/l

ce qui nous montre la continuité de N.
Soit S = {x € R", ||z]lcc = 1}. D’aprés le lemme 2.7 ci-dessous, c’est un compact de (R™, || - ||oo)-
La fonction N : S — R atteint donc ses bornes: il existe a,b € S tels que, pour tout x € S, on a
N(a) < N(z) < N(b). Du coup, si z € R", alors, en utilisant ’homogénéité de la norme N et le fait que
z/||z]|s € S, on obtient
N(a)[[#]loc < N(z) < N(b)[|2]|o -

Lemme 2.7. — L’ensemble S = {z € R", ||z|lcc = 1} est un compact de (R",]| - |lco)-

DEMONSTRATION. — L’ensemble S est I'ensemble des points de [0, 1] qui ont au moins une coordonnée
égale & £1, donc est borné. Par ailleurs, l'application f : z € R™ — ||z|« est continue car on a
[zlloo = llYlloo | < ||l — ylloo pPoOur tous z,y € R™ par l'inégalité triangulaire inverse; par conséquent
S = f~1({1}) est fermé. Nous avons montré que S est fermé et borné dans un espace vectoriel normé de
dimension finie, donc S est compact. [ |

Passons maintenant aux applications linéaires. Si E et F sont deux espaces vectoriels, on notera
L(E,F) l'espace des applications linéaires de E dans F, et plus simplement £(E) = £(E,E).

Proposition 2.8. — Soit L : E — F une application linéaire entre evn. Les propositions suivantes sont
équivalentes.

1. L’application L est continue sur E.
2. L’application est L est continue en 0.

3. Il existe M > 0 telle que ||L(x)||lr < M||z||g pour tout x € E.

DEMONSTRATION. — Si L est continue sur E, alors L est continue en 0. Si L est continue en 0, alors, il
existe & > 0 telle que si ||z||g < § alors ||L(x)||r < 1. Du coup, en notant M = 1/4, on constate que, si
x € E\{0}, alors ||zd/]|z||g|lg < 0 donc ||L(z)||r < M||z||g. Enfin, si [|L(z)||r < M||z||g pour tout x € E,
alors

IL(z) = Ly)llr = Lz —y)llr <Mz —ylle

donc L est continue sur tout E. [ ]
Corollaire 2.9. — Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire L : E — F est continue.
DEMONSTRATION. — Comme toutes les normes sont équivalentes sur E, on se fixe une base de E
pour l'identifier & R", n = dim E et on travaille avec la norme || - ||s. Notons M = Z?Zl [IL(e;)|lr. Si

x =) xj,e; alors on a par linéarité et homogénéité

L@l <Y l2;llILiey) e < M|z o -

Proposition 2.10. — Soient E,F des evn avec E de dimension finie. Pour L € L(E,F), on note
LIl = supjp =1 IL(@)[[r. Alors (L(E,F),[[-[]) est un evn et || - || s’appelle la norme d’opérateur. On a
de plus les propriétés suivantes.

1. Pour tout x € E, on a |L(z)||r < ||L]| - |z||lg et sl existe M > 0 telle que |L(z)||r < M||z||g pour
tout x € E, alors ||L|| <M.

2. Si E,F,G sont des evn de dimension finie alors, pour toutes L € L(E,F) et M € L(F,G), on a
Mo L[| < [[M]| x [[L].
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DEMONSTRATION. — Comme L est continue, il existe Mg > 0 tel que |L(z)|lr < Mpl|z||g pour tout
z € E, donc ||L|| = sup{||L(z)||r, z € S} est bien définie (et majorée par My), ou S = {z € E, |z||g = 1}.

Notons que, pour tout z € E\{0}, ona z/||z||g € S, donc ||L(z)|r < ||L||-||z]|g. Si||L(z)||r < M|z|g
pour tout x € E, alors, pour x € S, on a donc ||L(z)||lr <M, ce qui implique ||L|| < M.

Veérifions que || - || est bien une norme.
Si ||L|| = 0 alors, pour tout z € E, on a |L(z)| < 0 X ||z|[g = 0, soit L(z) = 0. Ceci signifie L = 0
et montre (N1). Si A € R, alors ||AL(z)||r = |A| - ||L(2z)||r donc

IAL|] = sup [|AL(z)|lr = [A|sup [|[L(z)[|p = |A] - L]
€S €S

impliquant (N2). Enfin, si Ly,Ls € L(E,F), on a
(L1 + Lo)(2)[[r < [La(2)llr + [La(@)lle < (Ll + (L2l z[le -
Du coup, L1 + Lal| < L]l + Lol et (N3) est vérifice.
On montre le dernier point:
[(MoL)(z)la < [M]| - [[L(z)[le < [IM]] - IL] - [[]|g

par conséquent |[M o L|| < [|M]| - ||IL|. |

Corollaire 2.11. — Soient E,F des evn avec E de dimension finie et L € L(E,F). Si

lim ||l =0
x(;gl_)oll @)/ llzlle

alors L = 0.

De maniére équivalente, la condition du corollaire peut s’exprimer des deux maniéres suivantes:
IL(z)[le = o([[z[|s) = L =0

ou: si, pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que ||z||g| < d = ||L(z)||r < ¢|jz||g alors L = 0.

DEMONSTRATION. — Supposons que limg.g)—o |[|[L(z)||r/|z[[e = 0. Prenons & > 0; il existe § > 0
telle que si ||z||g < ¢ alors |L(z)||r < ¢||z||g. Du coup, si z € E est de norme 1, alors ||dz||g < d
donc d||L(z)|lr = ||L(62)|lr < ||0z]|g < de et donc ||L(z)||r < e. Ceci implique ||L|| < e. Comme ¢ est
arbitraire, ||L|| =0, donc L = 0. |

Remarque 2.12. — Fuaisons quelques observations qui découlent des résultats précédents quand on tra-
vaille dans R™.

1. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. Donc on peut travailler avec celle qui est
la plus commode. Quand on travaille avec des applications linéaires (p.ex. des endomorphismes), la
norme d’opérateur est souvent plus pratique.

2. Les projections 7, : R" — R, & = (x;); — x} sont continues. Du coup, si f : RP — RY est continue
alors les composantes fi, = mpo f sont continues aussi. En fait, la réciproque est aussi vraie: si toutes
les fonctions composantes (f;); sont continues en , alors f est continue en x aussi. En effet, soit
x € RP et firons-nous € > 0. Pour chaque j € {1,...,p}, il existe 6; > 0 telle que, si ||z —y| <6,
alors | f;(z) — fj(y)| < e. Notons § = min{d;} de sorte que 6 > 0 et si ||z —y|| < J alors ||z —yl|| < I,
pour chaque j, donc ||f(z) — f(y)|lco < €. Ceci implique la continuité.

Du coup, létude de la continuité d’une fonction se rameéne a celle de fonctions a valeurs réelles.
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3. Un polynéme est une combinaison linéaire de produits de projections donc continue. En particulier,
det : L(E) — R est continue. Comme GL(E) = {L € L(E), det(E) # 0}, on en déduit que GL(E)
est un ouvert de L(E).

4. Le corollaire 2.11 dit qu’une application linéaire qui tend trop vite vers zéro en zéro est forcément
Uapplication nulle.

On énonce des propriétés similaires pour les applications multinéaires; leurs démonstrations sont
des adaptations proches des précédentes (et sont donc omises).

Définition 2.13 (application multilinéaire). — Soient un entier k > 0 et des espaces vectoriels réels
(E1,...,Ex,F). Une application f : By X ... x Ex = F est dite multilinéaire (ou plus précisément :
k-linéaire) si elle est linéaire en chaque variable, c’est-a-dire si, pour des vecteurs xi, ..., Ty, T, et des
scalaires A\, i, on a

f@e, oo i, Aoy + iy, o xk) = M@, @y x) + pf (T, T ).

On note L(E1,...,Eg; F) Uespace des applications k-linéaires f : E; x ... x E, — F.

Proposition 2.14. — Soient un entier k > 0 et des evn de dimension finie (E1,...,Ex, F). Une
application multilinéaire f : Eq x ... X By — F est continue. Plus précisément, si on note || f|| =
sup{||f(z1, ..., zp)l; |z1llg, = - .. = |zkllg, = 1}, alors, pour tout © = (x1,...,zx), on a

1f (@1, sme)lle < I flzalle, - loklle, -
Lespace (L(Eq,...,En;F),|.l) est un espace vectoriel normé, de dimension finie si tous les espaces

E1,...,Eg et F sont de dimension finie.
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CHAPITRE II.— APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

Dorénavant, tous nos espaces vectoriels sont de dimension finie. On note (E,||.||g) et (F,||.||r) des
espaces vectoriels normés sur R, U un ouvert non vide de E et f : U — F une application. Par un choix
de bases pour E et F, on se raméne & f : RP — RY.

3 Définitions, exemples et premiéres propriétés

Définition 3.1 (différentiabilité). — Une application f:U — F est différentiable au point a € U s’il
existe une application linéaire L € L(E,F) et une application € : U — F telles que

f(x) = fa) + Lz — a) + [lz — al[ge(x)
et ot lim,_,q e(x) = 0.
Autrement dit, si on se fixe r > 0 de sorte que B(a,r) C U et h avec ||h||g < r, alors
fa+h) = f(a)+ L(k) + [Allsp(h)

ou p: B(0,r) — F vérifie limy_,¢ p(h) = 0.
Une autre formulation consiste & écrire que, pour toute marge d’erreur € > 0, il existe un degré de
précision § > 0 telle que, si ||h||jg < d alors || f(a + h) — f(a) — L(h)|lr < e|lh]B-

Lemme 3.2. — Si f est différentiable en a alors application linéaire L est unique et s’appelle la dif-
férentielle de f au point a, ou la dérivée. On la note L =D, f ou f'(a).

DEMONSTRATION. — Supposons que l'on ait deux applications linéaires L; et Lo de sorte qu’il existe
€1, &9 telles que limg ey = limgey = 0 et

{ fla+h)= f(a) +Li(h) + [|h]|ee1(h)
fla+h) = f(a) + La(h) + [|h||ee2(h)

En faisant la différence, on obtient

(L1 = L2)(A)[lr = [[hlle x [le1(h) — ea(h)[|r

pour tout h. D’aprés le corollaire 2.11, cela implique L; = Ls. [ ]

Définition 3.3. — On dit que f : U — F est différentiable sur U si f est différentiable en tout point
de U. On obtient alors Df : U — L(E,F). On dit que f est continiment différentiable (ou C') au point
a € U si f est différentiable au voisinage de a et Df est continue au point a. On dit que f est de classe
C! dans U si f est contintment différentiable en chaque point de U.

3.1 Exemples

1. Si f est constante, alors f est différentiable, méme @', et D, f = 0.

En effet, on a f(a + ) = f(a) +0+0.

2. Si f est la restriction d’une application linéaire, alors f est de classe C' et D, f = f pour tout a € U.

En effet, on a f(a+ h) = f(a) + f(h) + 0 avec f linéaire. Le corollaire 2.9 montre que Df = f est
continue.

3. Si f:E1 x Ea = F est bilincaire alors f est différentiable et D4, o,)f(h, k) = f(a1, k) + f(h,az).
On munit E = E; x Es de la norme ||(a,b)||g = max{||a||g,, [|b]|g, }. On écrit
flar + h,az + k) = f(ar,a2) + f(h,a2) + f(ar, k) + f(h, k).

On vérifie que L : (h,k) — f(h,a2) + f(a1,k) est bien linéaire et ||f(h, k)| < || flI|h]g, |k]lg, <
|(h, k)||& x || f|| d’aprés la proposition 2.14.
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4. Si (E,| - |) est un espace euclidien, alors N : x v ||x||? est différentiable et D.N(h) = 2(x, h).
Comme ci-dessus, on a N(x + h) = N(x) + 2(x, h) + ||h||*.

5. Soit E un evn; Uapplication f : u € GL(E) — u™? est différentiable et D, f(h) = —u~tohou™! pour
tout u € GL(E).
On munit £(E) de la norme d’opérateur et on rappelle que GL(E) est un ouvert de £L(E). Com-
mengons par étudier la différentiabilité de f en I'identité Id. On étudie donc (Id+h)~1, h € L(E). En
analogie avec la formule (14 2)~' =3 _ (—1)"z", on s’intéresse a la suite d’applications linéaires
Up = Y gepen(—1)FRF ot K* = ho...oh k fois. Si||h|| < 1, alors cette série est normalement

convergente puisque
1
kpk k
Do OlEDRREI< D (Inlk < =
0<k<n 0<k<n

Donc (uy) est convergente car L(E) est de dimension finie et complet. Vérifions maintenant que
(1+h)~t= Zkzo(_l)khk: pour cela, il suffit de montrer que lim(Id + ) o u,, = Id. Or, on a

(Id+h)ou, = > (=DFrF4+ > (—1)FpF =Td + (—1)"n" T
0<k<n 0<k<n

Comme |(—1)"h™* || < ||h]|"*! et ||h]| < 1, on a bien montré que (Id + h) est inversible et on a
calculé (Id + h)~". L’application h > —h est linéaire et Y, 5, (=1)*h* = ||h[le(h) avec limge = 0
puisque e(h) = (B/[[h]]) Xpso(—1)*h* = (R /||R]))(1d + h) 1.

Du coup, on vient d’établir Diq f(h) = —h.

Si u € GL(E), alors il existe § > 0 telle que B(u,d) C GL(E). Prenons h € L(E), avec ||h|| < . On
a(u+h)™ =Td+u"th)"tu=! donc

w112
( hﬂL) (Id+u1h)1> u!

(u”th)?
121

(u+h)~t = <Idu1h+||h||

= w ' —uthuTt + ||| (Id +uth)tu™?

donc on en déduit que f est différentiable au point u et D, f(h) = —u~thu=1.

3.2 Remarques

1. Si p = ¢ = 1, on retrouve bien la définition standard: f(a + h) = f(a) + f'(a)h + he(h). Plus
généralement, si f : R — F est différentiable au point a, alors la dérivée est de la forme h € R — hv
ou v € F est un vecteur. Du coup, on peut identifier D, f avec v.

2. La différentiabilité d’une application et la différentielle ne dépend pas des normes choisies car elles
sont toutes équivalentes: si || - ||g et || - || (resp. || - ||lr et || - ||%) sont des normes sur E (resp. sur F),
alors il existe C > 1 telle que (1/C)|| |le < |- g < C||l- g et (1/C)||-|r < |- |F < C|| - ||r. Donc, si
(U, llg) = (F,| - [|r) est différentiable alors f : (U, | - ||I5) — (F, || - |y) est aussi différentiable.
En effet, on écrit f(a+ h) = f(a) + Dy f(h) + ||h||gen(h) avec limy_,q |le(h)|lr = 0 et on doit vérifier

!/ /!

< Cle(lly < C*lle(h) e
F

12]le
e

12]le
[ife

lim
h—0

e(h)

e(h)

=0, qui découle de
F

3. On a linterprétation géométrique suivante: Si E = RP et F = RY, on représente le graphe I" de f
dans (RPT? || - || ) par I'ensemble des couples (z, f(x)). Si f est différentiable au point a, on note
T,I' Despace affine décrit par {(z, f(a) + Dof(z — a)), = € RP}. Cet espace est tangent au point
(a, f(a)) & T au sens suivant:

oAl (@), TaT)

2 A f @), o f@)
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En effet,
d((@, f(2)), TuT) < d((@, (@), (2, (@) +Daf(@—a))) < |1/ ()~ f(a)~Daf(w—a)| < [a—al [e(z—a)]|
et d((z, f(x)), (a, f(a))) = max{[|z — all, || f(x) = f(a)|[} = [z — a]|, donc
d((z, f(2)), Tal) _ |lz = af[le(z — o)
d((z, f(x)), (a, f(a))) ~ |z — al

4. La notion de dérivabilité et celle de dérivée au point a, comme la notion de limite au point a dont
elles sont issues, sont des notions locales (il en est de méme de la notion de continuité au point a).
Localité signifie que si deux fonctions f et g coincident sur un voisinage de a et que f est différentiable
en a, alors g aussi et D, f = D,g.

< [le(z = a)ll-

3.3 Propriétés

On donne des outils pour vérifier qu’'une transformation est différentiable et pour donner des méthodes
générales de calcul. On établit ensuite deux propriétés simples découlant de la différentiabilité.

3.3.1 Propriétés de stabilité

Proposition 3.4. — Soient \,u € R. Si f,g: U — F sont différentiables au point a, alors \f + pg est
aussi différentiable au point a et Dy(Af 4+ ug) = ADof +uDag. Si f et g sont de classes C, alors \f + g
aUSSi.

DEMONSTRATION. — On écrit

(M +ug)a+h) = A(a+h)+pgla+h)
= Af(a) + ADof(h) + Allhlles(h) + pg(a) + uDag(h) + pllhlleq(h)
= (Af+ug)(a) + (ADof + pDag)(h) + [|h][(Ae s (h) + peg(h)) .

Proposition 3.5. — Soient E,F, G trois evn, U C E et V C F des ouverts. Si f:U—Fetg:V —G
sont des applications différentiables au point a € U et au point f(a) € V alors g o f est différentiable et
Dy(go f) =DyygoDaf. Sif,g sont de classes C' alors go f est aussi de classe € sur UnN f=H(V).

DEMONSTRATION. — On écrit
fla+h) = f(a) + (Daf(h) + [[hllef(h))
de sorte que
(gofilat+h) = (g0 f)(a)+Dysa)gDaf(h)+[hlles(h)) + [[Daf(h) + |[hllef(h)lleg(Daf(h) + [[hlles(h))
= (90 )(a) + (Dy@geDaf)(h) + [[hlDsa)g(es(h) + [IDaf (h) + [[hlle s (h)lleg(Daf (h) + [IAllef (h)) .
On vérifie que h — (Df(q)g 0 Do f)(h) est dans L(E, G) et

- IBIDs(ayg(e5 (1) + [Daf (h) + Al () (Daf (1) + [l ()
h—0 17|l

=0
en utilisant le fait que [|Dqf(R)|| < [|Dof|l - |2]|. En effet, on en déduit que

ID gD < IDsaygll- e (W]l — 0 quand b -0,

limy 029 (D f(h) + [l () = 0

IDaf(h) + [|Blles (R < (IDafIl + lle s (R - IA]] -
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Proposition 3.6. — Soient E,F1,...,Fy des evn et f : U — F1 x ... x Fy une fonction définie par
z = flz) = (fi(z),..., fx(x)). Soit a € U; la fonction f est différentiable au point a si et seulement si
toutes les composantes f; sont différentiables au point a et

Daf(h> = (Dafl(h)’ cee 7Dafk(h)) :

De méme, f est de classe C' si et seulement si tous les f; le sont.
En particulier, une fonction f: U — R"™ est différentiable au point a € U si et seulement si chaque
composante est différentiable.

Remarque 3.7. — Cette proposition nous dit que les problémes de différentiabilité d’une fonction se
ramene a ceux de fonctions & valeurs réelles.

DEMONSTRATION. — Comme les projections 7; : Fy x ... x Fj, — F; sont linéaires, elles sont différen-
tiables et Dy = m;. Or f; = m; o f donc si f st différentiable au point a, il est en de méme pour les
composantes et D, f; = 7 0 D, f.

Réciproquement, on suppose chaque composante différentiable. On écrit

fla+h) = (fila+h),..., frla+h))
= f(a)+ (Dafi(h) + [Bller(h), ..., Dafu(h) + || hllex(h))
= f(a) + (Dafl(h)v' .. 7Dafk(h)) + ”h” (El(h)’ s 75k<h)) .

Proposition 3.8. — On suppose que f : U — F est un homéomorphisme sur f(U), que f est différen-
tiable et que D f est un isomorphisme. Alors f~ est différentiable au point f(a) et Df(a)ffl = (Daf) L.

DEMONSTRATION. — On écrit ¢ = f~! et b = f(a). On cherche a estimer g(b + h) — g(b). La
différentiabilité de f nous dit

h=@®+h)-b = flgb+h))—f(a)
= Daf(g(b+h)—g()+llg(b+h) —alle(g(b+h) —a).

Du coup, on a

Daf(g(b+h) —g(b)) =h—Ilg(b+h) —ale(g(b+h) —a).

Nous obtenons en appliquant (D, f)~!
g(b+h) = g(b) = (Daf)~"(h) = llg(b+h) — al|(Daf) " ((g(b + h) — a)). (3.1)
Donc, pour conclure, il suffit de montrer que

L llglb -+ h) — all(Da )M (e(gb + ) — 0))

=0.
h—0 1Al

A partir de (3.1), on obtient

lgb+n) —al = [[(Daf)~" (h = llg(b+h) - alle(g(d + h) — )]
< a7 (IRl + llg( + k) = all - le(g (b + ) = a)]]) -

Or, si h est assez petit, alors la continuité de g nous permet d’affirmer ||e(g(b + h) — a)|| <
121D f) ) done 3
lg(b+h) —all < 2[[(Daf)"[| - 1] -

Du coup,

iy lg(b+ h) — a||||;|<|g<b+ h)—a) _ lim =(g(b+ h) — g(b)) = 0.

Ceci montre que (3.1) nous donne la différentielle de f~1. ]
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Proposition 3.9. — Soient f,g: U — R deux applications différentiables.

1. La fonction fg est différentiable au point a et Do(fg) = g(a)Daf + f(a)Dag.

2. Sig(a) #0, alors f/g est différentiable au point a et Do(f/g) = (1/g(a)?)[g(a)Daf — f(a)Dag].

DEMONSTRATION. — On écrit

(fg)a+h) = (f(a)+Daf(h)+|hllef(h))(g(a) + Dag(h) + [[hlleg(h))
= (f9)(a) + f(a)Dag(h) + g(a)Daf(h) + [[R[|[(f(a) + Daf(h))es(h)) + (9(a) + Dag(h))e(h))]-

Pour f/g, on applique la formule du produit et la formule de composition a z — (1/x) et g. [ |

Exemple 3.10. — Les fonctions polynomiales et les fractions rationnelles sont différentiables la ou elles
sont définies. En particulier, le déterminant d’une matrice carrée est différentiable.

3.3.2 Autres propriétés élémentaires

Proposition 3.11. — Une application f : U — F qui est différentiable au point a est aussi continue au
point a.
DEMONSTRATION. — En effet, on a

1f(2) = f(@)] < (IDafll + ez = a)) - [l - all .

|
Proposition 3.12. — Si f : U — R admet un extremum local au point a € U et si f est différentiable
au point a alors Dy f = 0.
DEMONSTRATION. — Sans perte de généralité, on peut supposer que a est un maximum local. Du coup,

il existe un voisinage V. C U de a tel que f(z) < f(a) pour tout x € V. Si (a £ h) € V, h # 0, alors,
comme f(a+ h) = f(a) +Daf(h) + ||h]le(h), on en déduit D, f(h) + ||h|le(h) < 0, impliquant ainsi

. D.f(h)
lim su
ot k]

<0.

En considérant = a — h, on obtient de méme D, f(h) > ||h|le(—h), impliquant donc

lim inf Daf(h) >0 puis lim Daf(h) =0
h—0 I2|l =0 ||h

Par conséquent, D, f = 0. ]

3.4 Dérivées directionnelles, dérivées partielles et matrice jacobienne

Soit U un ouvert d'un evn E et f : U — F une application & valeurs dans un evn F. Si v € E, alors la
dérivée au point a € U dans la direction v est définie, lorsqu’elle existe, par la limite

fla+tv) — f(a)

lim
t—0 t
of ,
et on la note 9, f(a), ou a—(a). C’est un vecteur de F.
v
Si on identifie E & R” et que l'on note B = (eq,...,e,) la base canonique, alors la dérivée dans la

direction e; s’appelle la j-iéme dérivée partielle de f. On la note 9; f(a), f. (a) ou g—f(a).
J x]

Lemme 3.13. — Si f est différentiable au point a, alors toutes les dérivées directionnelles existent au
point a et on a Oy f(a) = Dy f(v).
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DEMONSTRATION. — En effet, on a f(a +tv) — f(a) = tDaf(v) + |t] - ||v]|e(tv) donc
. flattv) - fla) . [t] - vl _
}gr(l) B E——— }gr(l) D.f(v) + Te(tv) =D, f(v).
|
Remarque 3.14. — L’existence de dérivées partielles, voire de dérivées dans toutes les directions,

n’impliquent pas la différentiabilité, ni méme la continuité. En effet, prenons par exemple f : R? = R
définie par f(z,y) = 23/y siy # 0 et f(x,0) = 0 sinon. On a 01f(0,0) = 02f(0,0) = 0 car
f(z,0) = f(0,y) =0 et plus généralement, pour a,b # 0,

(ta)®/(tb)
t

a(a,b)f(ov 0) = }1_1)% =0.
Or f(x,z*) = 1/x qui n’admet pas de limite en 0.

Nous verrons plus loin que [’existence de dérivées partielles continues au voisinage du point a im-
plique la différentiabilité au point a.

Identifions maintenant F & RY et considérons les composantes de f = (f1,...,fy). Si f est dif-
férentiable au point a € RP, alors la matrice jacobienne de f au point a est la matrice de terme général
(0 fi(a))1<i<gi<j<p € Mgp(R). Il s’agit donc de la représentation matricielle de D, f dans les bases
canoniques. Le jacobien de fest le déterminant de la matrice jacobienne.

En particulier, si f : U — R alors

p
Daf(hla s ahp) = Zajf(a)hﬂ .
j=1

De méme, si V est un ouvert de R? contenant f(a) et g : V. — R™ est une application différentiable
au point f(a) alors la formule de composition conduit &, pour 1 <i<met 1< j <p,

Ofk
&cj

0,(90 Nil) = Y- Ok @)D fula) = Y- T2 (1) T ).
k=1 k=1

Plus généralement, si E se décompose en E; x ... x Eg, alors on peut considérer les différentielles
partielles par rapport & chaque sous-espace E;. Plus précisément, on se fixe a = (a1,...,,ax) € U et
on considére ¢; : E; — E défini par ¢;(z) = (a1,...,aj-1,2,aj41,...,ax) avec les conventions d’usage si
J € {1,k}. On définit 0; fo = Do(f o ¢;) lorsqu’elle est bien définie.

Proposition 3.15. — Si f est différentiable au point a, alors f admet des dérivées partielles par rapport
G chaque sous-espace et

k
Daf i (heye. o hi) =Y 0 falhy).
j=1

DEMONSTRATION. — Les applications ¢; sont affines, donc fo; est différentiable pour tout j € {1,...,k}
et, pour h; € E;,

0

0 ha k
Do(foj)(hj) =Daof | by impliquant ainsi Dyf | ! | = Z 0; fa(hj).

0 R j=1

0
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3.5 Gradient

Dans ce paragraphe, on suppose que E est un espace euclidien, U un ouvert de E. On rappelle que, dans
un espace euclidien, pour toute forme linéaire L € E*, il existe un vecteur v € E tel que L(z) = (v, z)
pour tout € E. Si f : U — R est une application différentiable en un point a € U, on définit le gradient
de f au point a comme le vecteur grad, f = V f(a) qui vérifie, pour tout z € E,

Daf(h) = (Vf(a),h).

Si E = RP, alors

01f(a)
Vi@ = :
9pf(a)

On a les interprétations suivantes du gradient.

— Si on considére le graphe I' = {(z, f(z)) € U x R, z € U} alors <V(f(1(;)) est orthogonal a T,I" car

< (v(f(f;)) ’ (Da;(x)) > =(Vf(a),z) — Daf(z) =

— Le gradient Vf(a) est orthogonal a 'ensemble de niveau N = {z € E, f(z) = f(a)}. En effet,
si € N est proche de q, alors f(z) = f(a) + Dof(x —a) + ||z — a|le(z — a) donc Dy f(x —a) =

—|lx — alle(x — a) et
i (V105 -

— Le gradient V f(a) pointe vers la plus grande pente de f en a au sens suivant: on a f(z) = f(a) +
(Vf(a),x)+ ||z — alle(z — a). En premiére approximation, f(x) est maximale si (V f(a),x) l'est. Or
le produit scalaire est maximal si  est positivement colinéaire a V f(a).

4 Théoréme de la moyenne et applications

On rappelle les énoncés pour les fonctions numériques avant de passer aux versions vectorielles.

Théoréme 4.1 (Rolle). — Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R une application continue,
dérivable sur |a,bl. Si f(a) = f(b) alors il existe ¢ €]a,b| tel que f'(c) = 0.

DEMONSTRATION. — Comme [a, b] est compact, la fonction f atteint ses bornes. Si elle est constante,
n’importe quel point ¢ €]a, b[ convient; sinon, comme f(a) = f(b) un des extrema de f, que l'on notera
¢, n’est ni a ni b. Donc ¢ €]a,b] et f'(¢) = 0 d’apreés la proposition 3.12. [

Théoréme 4.2 (des accroissements finis). — Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] = R une
application continue, dérivable sur |a,b[. Il existe ¢ €la, b| tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

DEMONSTRATION. — On applique le théoréme de Rolle a la fonction auxiliaire g : [a,b] — R définie par
g(t) = f()(b—a) = (f(b) — fla))t. u
Théoréme 4.3 (de la moyenne). — Soient a,b € R tels que a < b, F un evn, f : [a,b] = F et

g : [a,b] = R deuz applications continues, dérivables sur]a,b[. Si, pour tout t €]a,b[, on a ||f/ ()| < ¢'(¢)
alors

1£(b) = fla)ll < g(b) —g(a).

DEMONSTRATION. — Il suffit de montrer que, pour tout € > 0, on a || f(b)— f(a)|| < g(b)—g(a)+e(b—a) .
Une fois cette assertion établie, comme ¢ est arbitraire, on obtiendra || f(b) — f(a)| < g(b) — g(a) et donc
le théoreme.
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A cet effet, on considére A = {t € [a,b] ||f(t) — f(a)| < g(t) —g(a) + (t —a)} pour € > 0 fixé et
on remarque que A # & puisque a € A (car 0 < 0). Notons s = sup A. Par définition, il existe une suite
croissante (s,) contenue dans A qui tend vers s. Pour tout n, on a donc

[£(sn) = fa)]| < g(sn) — g(a) +&(sn —a) .

Comme f et g sont continues, on obtient & la limite ||f(s) — f(a)|| < g(s) — g(a) + (s — a) montrant ainsi
s € A.

Pour conclure, on doit montrer s = b. Supposons donc s < b. Par définition de la dérivée au point
s, on peut trouver ¢ > 0 telle que s+ < b et, pour ¢t €]s,s+ 6], on a

1£) = SO < IDfI - (=) + (= 5)5

et
g()(t =) < glt) = g(s) + S(t—5)

de sorte que

1F@&) = &I < D fIF- (€= 5)+ (= 8)%

IN A
Q QY
—~ ~
-~~~
~ W
| =
—
s =
» I
~
+ &
o+
S~~~
~
.
VA
~  »
~

Or comme s € A, on a, pour t €]s, s+ d],

1F(@&) = fla)ll < F@E) = f()+11f(s) = fla)l
< g(t) —g(s) +e(t—s)+9(s) —gla) +e(s —a)
< g(t) —gla) + et —a)
ce qui montre ¢ € A et contredit le fait que s = sup A. Du coup, s = b. [ |

Soit E un evn. Si a,b € E, le segment [a,b] est {(1 —t)a + bt, t € [0,1]}. Un sous-ensemble X de E
est conveze si, pour tous z,y € X, le segment [z, y] est contenu dans X. Par exemple une boule, ouverte
ou fermée, est convexe.

Théoréme 4.4 (inégalité des accroissements finis). — Soient k > 0, E,F deuz evn, U un ouvert
conveze et f : U — F une application différentiable. Si, pour tout a € U, on a ||Dof|| < k, alors, pour
tous z,y € U, on a

1f(2) = FWIl < kllz =yl

DEMONSTRATION. — On applique le théoréme de la moyenne a Papplication auxiliaire g : [0,1] = F
définie par g(t) = f((1 —t)z +ty): on a ¢'(t) = D1 —p)yatey f(y — ) donc [|g'(t)|| < Ky — x| et

lg(1) = g(O) [l = 17 (y) = F(@)|| < Elly — =]

4.1 Applications de dérivée nulle

Un ouvert U est connexe par arcs si pour tous z,y € U, il existe une fonction continue ¢ : [0,1] — U,
autrement dit un chemin, telle que ¢(0) = z et ¢(1) = y. Un ouvert convexe est en particulier connexe
par arcs.

Proposition 4.5. — Soient U C E un ouvert connexe par arcs et f : U — F une application différen-
tiable. Si, pour tout a € U, on a D, f = 0 alors f est constante.

La fonction qui prend la valeur 0 sur ]0, 1] et 1 sur ]2, 3[ est différentiable, de dérivée identiquement nulle,
mais non constante. Ce n’est pas une contradiction puisque ]0, 1{U]2, 3] n’est pas connexe par arcs.
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DEMONSTRATION. — Soient z,y € U et ¢ : [0,1] — U un chemin reliant & y. Notons A = {t €
[0,1], (foc)(t) = f(z)}. Cet ensemble est non vide car il contient {0}. Notons s = sup A et montrons
que s = 1 par labsurde. Si s < 1, notons a = ¢(s) et r > 0 de sorte que B(a,r) C U. La continuité de ¢
nous donne l'existence de § > 0, § < min{s, 1 — s} telle que ¢(]Js — d, s+ &[) C B(a,r).

L’inégalité des accroissements finis affirme que, pour b € B(a,r), on a || f(b)— f(a)|| < sup || D f||||b—
al| = 0. Par définition de s, on peut choisir t € AN]s— ¢, s] de sorte que f(a) = f(c(s)) = f(z) car t € A;
par ailleurs, si t = s+ d/2, alors f(c(t+9/2)) = f(a) = f(x), ce qui contredirait la définition de s. Donc
s=1et f(z) = f(y). .

4.2 Caractérisation des fonctions de classe C!

On fournit une sorte de réciproque au lemme 3.13 qui donne un moyen assez simple d’établir en pratique
la différentiabilité de fonctions.

Théoréme 4.6. — Une application f : U(C R") — F est de classe C' si et seulement si toutes les
dérivées partielles de [ existent et sont continues. Dans ce cas, on a

Dof(hy,....hn) = > h;d;f(a)
j=1

Dans cette écriture, on rappelle que 0; f(a) désigne chaque fois des vecteurs de F.

DEMONSTRATION. — Le lemme 3.13 implique que si f est de classe C!, alors les dérivées partielles de
f existent et sont continues, comme composées des fonctions Df et des évaluations sur les vecteurs de
base L € L(R™,F) — L(e;). Passons maintenant & la réciproque.

On munit R” de la norme || - ||. Montrons la différentiabilité de f au point a € U. Notons que
lon a déja un candidat pour la différentielle. On suppose B(a,R) C U. On considére hq, ..., h, € R avec
|h;| <R pour chaque j € {1,...,n} et on notera h = (h1,...,hy,).

Afin d’exploiter les hypothéses, on introduit les points suivants

zj=(a1+hi,...,a;-1 +hj_1,a;,...,a,) pourje{l, ... ,n}
Tn41 :CL+]'L
u; = (0,...,0,h;,0,...,0) = hje; pour j € {1,...,n}.

11 vient

fla+h)— =
J

flajin) = Fla) =Y flaj +uy) — fla;)
-1 j=1

On obtient ainsi

n

S (i) = Flag) = hi0if ()] + > (0 (x5) — 0 f(a))hy
j=1

j=1

Z £ (1) = flag) = hydy flap)l + [Blloo Y 105 f(x5) = 05 (@)
— j=1

fla+h) — Zh&f

IN

On introduit maintenant les fonctions auxiliaires
gj: t e [0, 1] — f(l'j + tuj) — thjajf(xj)

auxquelles on souhaite appliquer le théoréme de la moyenne. Vérifions donc que g; est différentiable. Le
second terme est différentiable car linéaire en ¢. Pour le premier, posons y; = x; 4 tu; et prenons a € R.
En se souvenant que u; = hj;e;, on obtient

i LW o) = fys) _ o Fys + (ahy)e;) — f(yj)hj 0, f(y)h

a—0 o a—0 Ckhj
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Du coup, g; est bien dérivable et
g;(t) = 0j f(xj + tu;)h; — h;0; f(x;) .
Le théoréeme de la moyenne donne ||g;(1) — g;(0)|| < sup;e(o.q7[1g;(t)] soit
1f (@j1) = f ;) = h;0if ()] < S 105 (5 + tuy) — 05 f ()| - [hy] -
On se fixe £ > 0. Par continuité des dérivées partielles, on peut trouver r € ]0, R] de sorte que, pour
tous x,y € B(a,r), on ait ||0;f(x) — 9;f(y)|| < e/(2n). Du coup, il vient

n

fla+h)—f(a) - Z h;0;f(a)| < Z(E/%)Ihj\ +1hllos e/ (2n) < |Ihllce -

j=1 j=1

Ceci montre la différentiabilité au point a et identifie sa différentielle. Il reste a vérifier la continuité de
Df. Prenons a,b € U; pour tout h € R™ tel que ||h|/, on a

[(Daf =Dy f)(R)|r < Z (] - 1105 f (@) = ;£ () e <> 1105 f(a) — 05 £ ()|

j=1
donc .
Daf =Dofl <D 110;f(a) = 0; (b))l
j=1
et la continuité de D f découle de celle des dérivées partielles. ]

Le méme argument conduit au résultat plus général suivant qui améliore la proposition 3.15.

Théoréme 4.7. — Soient Eq,...,Eg, F des espaces de dimension finie, f : U — F une application

définie sur un ouvert de E def Ei x ... x Eg. L’application f est de classe @' sur U si et seulement si f
admet des différentielles partielles continues 0;f, j = 1,...,k, le long de chaque sous-espace E;. Dans
ce cas,

Do f(h) =Y 0;fa(hy).
4.3 Limite de suites de fonctions différentiables

On s’intéresse maintenant aux limites de fonctions différentiables.

Théoréme 4.8 (d’inversion des limites et des dérivées). — Soient U C E un ouvert conneze par
arcs et (fn)n>0 une suite d’applications différentiables de U dans F telles que

1. il existe xo € U tel que la suite (fn(x0))n>0 est convergente.
2. pour tout a € U, il existe r > 0 tel que la suite (Df,), est uniformément convergente sur B(a,r).

Alors la suite (f,)n est uniformément convergente sur chaque boule B(a,r) vers une fonction f, différen-
tiable sur U, de différentielle la limite des différentielles (D fp)n:

HmDf, = D(lim f,) .

Remarque 4.9. — Les deux conditions sont nécessaires. Prenons par exemple la suite de fonctions con-
stantes a valeurs réelles n: les différentielles sont indentiquement nulles donc uniformément convergentes,
mais la suite est divergente; ceci montre la nécessité de la premiére condition. Prenons sur ] —1,1], la
suite (fn)n définies par x — /22 +1/(n+1). On a convergence uniforme vers |- |; on peut vérifier que
la suite de dérivées tend simplement vers 1 pour x > 0, (—1) pour x <0 et 0 pour x = 0.
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DEMONSTRATION. — Prenons tout d’abord a € U et r > 0 de sorte que 2. soit vérifié. L’inégalité des
accroissements finis appliquée & f, — f, implique, pour z,y € B(a,r),
1(fp(x) = fo(2)) = (fo(y) = fa))Il < sup D2 fp = Dafoll - lz —yll- (4.1)
zeB(a,r

Comme on a convergence uniforme des dérivées, la convergence en un seul point de B(a,r) implique
la convergence uniforme de (f,) sur la boule. Justifions cette assertion: supposons que (f,(x))y soit
convergente. Alors (f,,(z)), est une suite de Cauchy, tout comme (Df,), est une suite de Cauchy
uniforme sur B(a,r). Prenons € > 0, et fixons ng assez grand de sorte que si, p, g > ng, alors

[fo(2) = fo(x)| < /2 et pour tout z € B(a,7), [D.f, —D.foll <e/(2r).

On en déduit, avec (4.1), pour p,q > ng et tout y € B(a,r),

1o (v) = o) < 1fp(2) = fa@) I+ [[(fp(2) = fo(2)) = (fp(y) = fa@DI < /24 (e/2r)|lz -yl <e

puisque ||z — y|| < ||z —al| + |ja — y|| < 2r. Donc la suite (fy,), est de Cauchy uniforme sur B(a,r),
impliquant la convergence uniforme de (f,), sur B(a,r).

Soit z € U et prenons un chemin ¢ : [0,1] — U qui relie 9 & z. Notons A l’ensemble des t € [0, 1]
pour lesquels on a convergence de la suite (f,(c(t))), et s = supA. L’analyse précédente montre que
s = 1. En effet, cet ensemble est non vide car il contient 0. Si s < 1, notons a = ¢(s) et r > 0 de sorte
que l'on ait convergence uniforme des dérivées sur B(a,r). La continuité de ¢ nous donne Pexistence de
0 >0, 0 <min{s,1— s}, telle que ¢(]s — 4, s+ §[) C B(a,r). Par définition de s, il existe t € AN]s— 4, s].
Donc on a convergence uniforme de (f,,) sur B(a,r), en particulier au point ¢t = s + §/2, contredisant la
définition de s. Comme s = 1, on trouve ¢ assez proche de 1 pour que (4.1) implique la convergence au
point z et sur la boule B(z, ;) correspondante.

Notons f la limite de (fy,), et L celle de (Dyfn)n. Fixons-nous B(a,r) ou ces convergences sont
uniformes. Nous allons les exploiter pour établir la différentiabilité de f:

[fa+h) = fla) =LA = [(fla+h)- fn(a+h)) (f(a) = fula))
+ (fala+h) = fnla) - Dafn(h)) (L = Dafn) ()l
1(f(a+h) = fula+h)) = (fa) = fula))]]
+Ifn(a+h) = fn(a) = Dafu(h)| + [IL = Dafull - [|2]]

IN

Fixons-nous ¢ > 0. Pour p, ¢ assez grands, on a ||D, f, —Dg f|| < &/3 pour tout z € B(a,r). D’aprés
(4.1), on obtient en passant & la limite p — oo et en prenant ¢ = n assez grand,

I(f(a+h) = fala+h) = (fa) = fula) |l < elnll/3,
Il =Dafnll - IRl < el|n]]/3.

On fixe maintenant n assez grand, et on utilise la différentiabilité de f,, pour choisir h assez petit
de sorte que

| fn(a+h) = fa(a) = Dafu(R)|| < llR]l/3.

En rassemblant ces trois estimées, on conclut

[f(a+h) = fla) = L(h)| < el[]].

En prenant des sommes partielles, on obtient

Théoréme 4.10 (d’inversion des séries et des dérivées). — Soient U C E un ouvert connexe par
arcs et (fn)n>0 une suite d’applications différentiables de U dans F telles que

1. il exziste xg € U tel que la série de terme géneral (fn(x0))n>0 est convergente.
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2. pour tout a € U, il existe r > 0 tel que la série de terme général (D f,,), est uniformément convergente
sur B(a,r).

Alors la série de terme général (f,)n est uniformément convergente sur chaque boule B(a,r) vers une
fonction f, différentiable sur U, de différentielle la somme des différentielles (D fp,)y:

o5 -0 (5.
On en déduit 'application suivante:

Proposition 4.11. — Soit 3, ., an2™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. La fonction
[ LR™) — L(R™) définie par f(A) = Y ,,50anA™ est bien définie et différentiable, de classe C' sur
Be@®n)(0,R). De plus, on a B

Daf(H) =) an(HA" ' + AHA" 2 ...+ A" 1H).

n>0

DEMONSTRATION. — Si [[A[| < R alors >, < [lanA™[| < 3 [an[[|A]" qui est finie puisque [[A]| < R.
Notons que A — A" est différentiable de dérivée H — HA? ! + AHA™ 2 4+ ...+ A" 'H. Par conséquent,

on obtient
D llan(HA™™ + AHA™ 2 + .+ A" 'H)|| < nfa,[|A|"

qui est donc uniformément convergente sur B(0,R’) pour tout R’ < R. Du coup le théoréme précédent

s’applique.
Enfin, U'expression de Dy f dépend contintiment de A. [ ]

Cette proposition s’applique par exemple a

I+A)7 = Y (-1An, Il <1
n>0
ATL
exp A = Z — A quelconque,
o™
_1 n+1An
Log(I4+A) = Z%, Al <1.
n>1
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CHAPITRE III. — DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPERIEUR

Comme d’habitude, tous nos espaces vectoriels sont de dimension finie. On note (E, ||.||g) et (F, ||.||r)
des espaces vectoriels normés sur R, U un ouvert non vide de E et f : U — F une application. Par un
choix de bases pour E et F, on se raméne & f : RP — R9.

5 Différentielles d’ordre 2

Définition 5.1. — On dit que f : U — F est deux fois différentiable au point a € U si f est différentiable
sur un voisinage V de a et si Uapplication Df : V — L(E,F) définie par x — D, f est différentiable au
point a. On la note D2 f € L(E, L(E,F)). L’application est deuz fois différentiable sur U si f est deuz fois
différentiable en tout point de U. Elle est de classe C? si f est deux fois différentiable et si la différentielle
seconde a — D2 f est continue.

Si f est deux fois différentiable, alors D2 f : E — £(E,F) associe linéairement & un vecteur k € E
une application linéaire Ly : E — F. On a ainsi

Datkf = Daf + Li + [[klle(k)

pour a + k € U et ot limg_,0e(k) = 0. Autrement dit, on écrit D2 f(k)(h) = Li(h). Le lemme 5.2 ci-
dessous nous permet d’identifier £(E, £L(E, F)) avec I'espace vectoriel £2(E, F) des applications bilinéaires
b:E x E — F, de sorte que I'on écrira D2 f(k,h) = D2 f(k)(h).

Lemme 5.2. — On a un isomorphisme canonique ® : L(E, L(E,F)) — L£L2(E,F) préservant les normes
défini par ©(f)(z,y) = fo(y) ov (f 2~ f2) € L(E,L(E,F)).
DEMONSTRATION. — Tout d’abord on vérifie que si f € L(E,L(E,F)), alors ®(f) est bien bilinéaire:

prenons x,z’,y,y € E et A\, u € R. On écrit

O(f)(@+ A"y +py') = forre (y+ 1y
= foly+py')+ Mo (y+py') parlinéaritée de z — f,
= faoly) +pfo(y') + Mo (y) + Aufour (y')  par linéarite de fi et for
= O(f)(z,y) + AQ(f)(2",y) + p®(z,y") + Au®(f)(2",y") .

En prenant 3/ = 0, on montre la linéarité par rapport a la premiére variable et en prenant z’ = 0, la
linéarité par rapport a la seconde.

Enfin, on montre facilement que ®(f + A\g) = ®(f) + A®(g). Si P(f) est Papplication bilinéaire
nulle, alors, pour chaque = € E, 'application x — f, est nulle, donc f est nulle. Ceci montre 'injectivité
de ®. Pour montrer la surjectivité, on considére une application bilinéaire b : E x E — F et on pose
fiax—= (fo:y— f(z,y)) et on vérifie que O(f) = b.

Enfin, si f € L(E, L(E,F)), alors

I fll = sup [[full = sup (sup Ifx(y)> = sup [|®(f)(=z,9)]-
=1 llell=1 \lyll=1 lzl|=Ilyll=1

Lemme 5.3. — Supposons f deuzx fois différentiable au point a € U et firons-nous h € E. Alors
Uapplication g : x© +— Dyf(h) est différentiable au point a et Dog(k) = D2f(k,h). Autrement dit,
Do (Df(h))(k) = D3 f (k. h).

DEMONSTRATION. — En effet, Papplication d’évaluation ev: L € L(E,F) — L(h) € F est linéaire (donc
différentiable) et g = evo D f puisque g(z) =evoD,f =D, f(h). Donc

Dag(k) = (ev o Da(Df))(k) = Dif(k)(h) = D3 f(k, h).
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Remarque 5.4. — En prenant E = RP, et en écrivant

32 ef. 0 0
02, f(a) = 8xiaij (a) 4 D2 f(e;,e;) = By (6@{2) (a)

on obtient, & partir de Do f(h) = > 0;f(a)h;,

p
D2f(k,h) = 07, f(a)kih;.
Q=1
5.1 Théoréme de Schwarz

Théoréme 5.5 (Schwarz). — Si f est deux fois différentiable au point a, alors D2 f est une application
bilinéaire symétrique: pour tous h,k € E, on a D2 f(h, k) = D2 f(k,h).

DEMONSTRATION. — il suffit de montrer que |D2f(h, k) — D2 f(k,h)|| = o((||h|| + ||k]|)?) . En effet, si
u,v € E sont quelconques (mais non nuls) alors

D2 () = D27 (0, )] = 55 D2 (b, te) — D f b, t)] = 50() = o(1)

donc D2 f(u,v) = D2 f(v,u).
On se fixe k, h € E assez petits de sorte que la fonction auxiliaire g : [0,1] — F définie par
g(t) = fla+th+k) — f(a+th) —tD2f(k,h)

soit effectivement bien définie. Nous souhaitons appliquer le théoréme de la moyenne a g. Cette fonction
est différentiable comme fonction composée d’applications différentiables et

gl(t) = Da+th+kf(h) - Da+thf(h) - DZf(k7 h) = (Da+th+kf - Daf)(h) - (Da+thf - Daf)(h) - Dif(k» h) :
En remarquant que D2 f(k, h) = D2 f(k +th,h) — D2 f(th, h), on obtient

9'(t) = Datensrf = Daf = Do f(k + th))(h) — (Dasenf — Daf — DL f(th))(h).

Soit € > 0. La différentiabilité de D f au point a implique U'existence de r > 0 tel que si u € Bg(0, ),
alors

Datuf = Daf = Dif ()l < ellull.

On se fixe h,k € Bg(0,7/2) de sorte que, pour tout ¢ € [0,1], on ait ||k + th| < ||k|| + [¢]||h]] < r. De
méme, on a ||th| = [t|||k|| < r. Donc, pour tout ¢ € [0, 1], on obtient

lg’" @) |(Dastnsnf = Daf = Dif(k + th) (W) + [|(Dasenf — Daf — Daf(th)) ()|
IDatinif = Daf = Daf(k+ th)[[|A]l + [Dasenf — Daf — Daf(th) |12
e(llth + KR+ l[epllliRll) < eCllAll + £+ [IRIDIR

<
<
<
< 2e(|lBl] + IRI1)2

On applique maintenant le théoréme de la moyenne & g afin d’obtenir
l9(1) —=g(0)| < e g NI < 2e((lRll + I5])*-
On obtient donc
Ifla+h+k) = fla+h)— fla+k)+ f(a) = D7 f(k, h)l| < 2e(||h]| + [[K]).
Par symétrie du role de h et k, on en déduit

ID&S (h. k) = DL f (k, h)I| < (][Rl + [IK[])* -



Université d’Aix-Marseille, 2019-2020, calcul différentiel 3

Corollaire 5.6. — Soit U C RP un ouvert. Si f : U — F est deuz fois différentiable au point a € U,
alors, pour tous i,j € {1,...,p}, on a

o*f o*f
a) = a).
8@8:@ 895]8331
DEMONSTRATION. — D’aprés le théoréme de Schwarz, on a
o*f 2 o*f
a) =D2f(ej,e;) =D2f(e;,e;) = a) .
axzax]( ) af( 1 .7) af( J ’L) axjaxl
|
Corollaire 5.7. — Sous les mémes conditions, si toutes les dérivées secondes (8%—]"), 1,7 €4{1,...,p},
existent et sont continues au voisinage au point a alors
0*f 0*f
a) = a).
63@83@ 635]8331
DEMONSTRATION. — Il découle des hypothéses que les dérivées partielles existent et sont continues,

donc le théoréme 4.6 implique que fest de classe C!. De plus, les dérivées partielles de Df correspondent
aux dérivées partielles secondes de f, donc le méme théoréme implique que f est de classe G2 au voisinage
de a. Du coup, le corollaire 5.6 permet de conclure. [ ]

Exemple 5.8. — Si f nest pas deuz fois différentiable, alors 'ordre des dérivées partielles est impor-
tant. Prenons par exemple f : R? — R définie par f(0,0) = 0 et si (z,y) # (0,0),

ry(z? — y?)

flay) = =53 Y

On peut montrer que les dérivées partielles Oy f et Oof existent en tout point et 0102 f(0) = 1 alors que
0201 f(0) = —1.

Plus généralement, si f(z,y) = zyg(x,y) si (z,y) # (0,0) et f(0) = 0, ot g admet des dérivées
partielles secondes en 0, alors les dérivées partielles secondes de f en zéro me commutent pas si

lim (;lglog(ﬁc,y)> # lim ng})g(w,y)) ~

5.2 Rappels sur les formes bilinéaires

En préparation pour la suite, on fait quelques rappels sur les formes bilinéaires. Une forme bilinéaire sur
un espace vectoriel E est une application b : E x E — R, linéaire par rapport & chaque variable. Si E est
de dimension finie et B = (eq,...,e,) est une base de E, on lui associe la matrice

Mat (b, B) = (b(ei, €;))1<ij<n € Mn(R).
On peut vérifier que b est entiérement déterminée par B: si x =, xie; et y = Zj y;e; alors
b(l’, y) = Z xiyjb(eia ej) .
1<i,j<n

Matriciellement, cela s’écrit

Y1
b(z,y) = (z1 ... xn)Mat(b,B) | : | = ‘wMat(b,B)y.

Yn

Si B’ est une autre base de E et P est la matrice de passage de B vers B’, alors on a

Mat(b, B') = P Mat (b, B)P.
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Enfin, on dit que b est symétrique si b(x,y) = b(y,x), ce qui est équivalent a la matrice de b a étre
symétrique. Si b est symétrique, alors il existe une base dans laquelle b est diagonale.

On dit qu'une forme bilinéaire symétrique b est non dégénérée si Mat(b, B) est inversible. La forme
b, symeétrique, est positive si, pour tout x € E, on a b(x,x) > 0; elle est définie positive si, pour tout
x #0,on ab(z,x) > 0. On a des définitions analogues pour b négative et définie négative.

On remarque que b est positive si les valeurs propres de Mat(b, B) sont positives, et b est définie
positive si les valeurs propres sont strictement positives.

5.3 Hessienne

On suppose dans ce paragraphe que U est un ouvert de R™ et f : U — R est une application a valeurs
réelles.

Définition 5.9. — Si f : U — R est deux fois différentiable au point a € U, alors on définit la hessienne
Hy(a) au point a par la matrice de terme général (97, f(a)); ;.

La hessienne est donc la matrice de D? f dans la base canonique. Il découle du théoréme de Schwarz
(et de ses corollaires) que la hessienne est une forme bilinéaire symétrique et on a

D2 f(h, k) = hWHy(a)k
pour h, k € R™.

Proposition 5.10. — 57 f : U — R est deux fois différentiable au point a, alors il existe € : U — R telle
que

f(x) = f(a) + Daf(z —a) + %t(l” —a)Hy(a)(z — a) + [z — af*e(x)
ot lim, . e(z) = 0.

DEMONSTRATION. — On considére la fonction auxiliaire g : U — R définie par

9(r) = (z) ~ f(@) = Daf (&~ a) — 5z ~ a)H;(a) & — 0)

que 'on différentie pour x assez proche de a en se souvenant que le dernier terme est bilinéaire en z, cf.
§3.1:
ng(h) = Drf(h) - Daf(h) - t(x - a)Hf(a)h = sz(h) - Daf(h) - DZf(I - a h) .

Soit £ > 0; comme Df est différentiable au point a, il existe 6 > 0 telle que, si ||z — al| < 4, alors
IID.g|| < el|lz — a]|. Du coup, le théoréme de la moyenne implique, pour z € B(a, §),

1
If(z) = f(a) =Daf(z —a) = 5 (@ —a)Hs(a)(@ —a)ll = lg(z) —g(a)ll
< sup [[Dyg[l-llz —a
yE[x,a]
< ella—al?.
Ceci conclut la démonstration. ]
Corollaire 5.11 (extrema locaux). — Soit f : U — R une application deuz fois différentiables. Si

a est un mazimum local (resp. un minimum local) alors Do f = 0 et Hy(a) est négative (resp. positive).
Réciproquement, si Do f =0 et Hy(a) est définie positive (resp. définie négative) alors a est un minimum
local strict (resp. mazimum local strict).

Remarque 5.12. — Hy(a) est (définie) positive si ses valeurs propres sont (strictement) positives, et
Hy(a) est (définie) négative si ses valeurs propres sont (strictement) négatives. Si les valeurs propres
sont de signe différent, alors a n’est pas un extremum.
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DEMONSTRATION. — Supposons que a est un maximum local. La proposition 3.12 nous affirme que
D.f = 0. Du coup, sur un voisinage B(a,r) suffisamment petit de a, la proposition précédente nous
affirme, que pour h € E et t € [0,7/]|h|]]

Fla+h) = f(a) + = BH @h + 2IPe(th) < f(a)
d’ou )
3 thH (a)h < —||h||?e(th) .

En prenant la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient hHy(a)h < 0. Comme h est arbitraire, on en déduit
que Hf(a) est négative.

Si a est un minimum local, le méme argument montre WHy(a)h > 0 pour tout h € E, impliquant
que H¢(a) est positive.

Supposons maintenant D, f = 0 et Hy(a) définie positive. Alors, pour h assez petit, on a
1
flath) = f(a) + 5 WH ()b + |[]*e(h).

D’aprés le lemme 5.13 ci-dessous, il existe ¢ > 0 tel que hHy(a)h > ¢||h||?. Prenons maintenant h assez
proche de 0 pour que ||e(h)| < (¢/4). 11 vient

Flath) = f(@)+ 7] > f(a).

Donc a est un minimum local strict.
Si Hf(a) est définie négative, alors —Hy(a) est définie positive, donc il existe ¢ > 0 telle que
thHy(a)h < —c||h|*>. Du coup, 'argument précédent montre

c
fla+h) < f(a) - 1||h||2 < f(a).
Donc a est un maximum local strict. [ |

Lemme 5.13. — Soit b : ExXE — R une forme bilinéaire définie positive définie sur un evn de dimension
finie. Il existe ¢ > 0 telle que, pour tout x € E, on ait b(z,z) > c||z||.

DEMONSTRATION. — Soit S = {z € E,||z|| = 1}. L’application = — b(z,z) est continue d’aprés la
proposition 2.14, donc atteint son minimum sur S qui est compact en un vecteur zy # 0. Du coup, on a,
pour tout z € E, b(z,x) > b(zo, 7o) ||z||?, avec b(xq, zo) > 0. [

Corollaire 5.14 (Lagrange). — Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R une application deux fois
différentiable en a € U tel que Dy f = 0. On pose
0 f 0 f o’ f
= — = t = — .
r=gE. =g, 1=

— Sirt—s2 >0 alors f admet au point a un extremum local strict. Sir > 0, alors a est un minimum
et si r <0, alors a est un maximum.

— Sirt—s2 <0, alors f nadmet pas d’extremum local au point a.

DEMONSTRATION. — On vérifie que Hy(a) est définie positive ou négative si rt — s* > 0, avec H¢(a)
positive si > 0 et négative si r < 0. En effet, le polynome caractéristique de Hy(a) est

XA) = A2 = (r+ N+ (1t — 5%).

Du coup, le discriminant vaut (r +t)% — 4(rt — s?) = (r —t)? +4s% > 0 et on a bien deux valeurs propres
réelles, dont le produit est 7t — s2. Si le produit est strictement positif, alors les deux valeurs propres sont
du méme signe (et non nul), donc Hy(a) est définie positive ou négative. Si le produit est strictement
négatif, alors les valeurs propres sont de signe opposé, donc H(a) n’est ni positive ni négative. Du coup
a ne peut étre un extremum local d’aprés la condition nécesaire du corollaire 5.11.

Si 7t — s? > 0 alors r et t sont de méme signe, donc le signe de la somme des valeurs propres est
celui de 7. [ |
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6 Différentielles d’ordre quelconque

On adapte le paragraphe précédent aux différentielles d’ordre supérieur. On commence par identifier leur
nature.

Lemme 6.1. — Soient E,F deuz espaces vectoriels normés. On note L1(E,F) = L(E,F), puis par
récurrence Lp11(E,F) = L(E,L,(E,F)). Pour tout n > 1, il existe un isomorphisme canonique entre
L, (E,F) et Uespace L™(E,F) des applications n-linéaires f : E* — F préservant les normes.

On rappelle que £L"(E, F) est muni de la norme

DEMONSTRATION. — On procéde par récurrence. Les cas n = 1,2 ont déja été traités. Supposons que
la conclusion du lemme soit vraie en rang n, et montrons-la au rang n + 1. On définit ® : £,,11(E,F) —
L"FH(E,F) en posant
(I)(L)($1,[L'2, cee ,.’Kn+1) = L((tl)(l’g, B xn-‘-l) .
La linéarité par rapport a la premiére variable découle du fait que L € L(E, £,,(E, F)), et la linéarité par
rapport aux autres variables vient de ’hypothése de récurrence.
Le reste de la démonstration suit celle du lemme 5.2. ]

Définition 6.2. — Soit p > 2. On dit que f : U — F est p fois différentiable au point a € U si f est
(p—1) différentiable sur un voisinage V de a et si la différentielle de rang (p—1) DP~1f : V — L, 1(E,F)
est différentiable au point a. L’application est p fois différentiable sur U si f est p fois différentiable en
tout point de U. Elle est de classe CP si f est p fois différentiable et si la différentielle p-iéme a — DP f
est continue. On dit que f est de classe C* sur U si f est différentiable p fois pour tout p > 1.

Si f est p fois différentiable, on obtient par récurrence
Da(D(... (D(Df(h1))(h2)) - .)(hp-1))(hp) = DEf(hp, ... 1) .

Remarque 6.3. — Si f est p-différentiable au voisinage de a et si DPf est q fois différentiable, alors f
est (p+ q) fois différentiable et DP9 f = D4(DPf).

6.1 Symétrie des différentielles et dérivées partielles
Une application k-linéaire f : EF — F est symétrique si, pour toute permutation ¢ € & et tout
(z1,...,2x) €EF on a

f(@, .o zk) = f(@e), - Tomw)) -

Théoréme 6.4 (de Schwarz généralisé). — Si f est p fois différentiable au point a, alors DEf est
une application p-linéaire symétrique.

DEMONSTRATION. — On procéde par récurrence sur p. Le cas p = 2 est connu, donc supposons
p > 3 et les cas j < p connus. Soit (hi,...,h,) € EP. Si f est p fois différentiable, alors 'application
z+— DP2f(h3,..., h,) est deux fois différentiable au point a, donc le théoréme de Schwarz implique

DEf(hi,ho, ..., hy) =DEf(ha, hi,... hy).
Or, notre hypothése de récurrence implique aussi que pour toute permutation o € &,_1, on a
D21 f(ha, ... hy) = D27 f(hy(ay, - -y Bo(p))
pour z assez proche de a, donc en différentiant au point a, on obtient
D? f(hi,ha,y ... hy) = Db f(hi, ho@), - hop)) -

Pour conclure, on remarque que &), est engendré par la transposition (1, 2) et les permutations qui fixent
1. On en déduit donc

Dgf(hh h27 sy hp) = D;Zf(ho(l)7 ey ho’(p))

pour toute permutation o € &,,. |
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Soient U un ouvert de R™ et f : U — F une application. Pour p > 1 et j1,...,5, € {1,...,n}, on
définit la dérivée partielle par le vecteur

8;Df def.

P _ tel. o . .
Oid = oo 00Ol @3,0) )

s’il est bien défini. Si f est p fois différentiable, alors on obtient par récurrence

05,y (@) = DG f(ejys ey,

De plus, si, pour 5 € {1,...,p}, on note

alors on obtient, sans tenir compte des symétries,
n
D2 f(ha,. b)) = Y % f(a)hit.. hip.
Jisesdp=1
Cette formule et le théoréme de Schwarz généralisé impliquent

Corollaire 6.5. — Si f est p fois différentiable au point a, alors, pour toute permutation o € &, on a
D _ v
% i T (@ = 05505, i T

6.2 Propriétés et exemples

On énonce quelques propriétés qui découlent sans malice des propriétés déja établies des applications
différentiables en procédant par récurrence.

Proposition 6.6. — Soient U un ouvert d’'un evn E, a € U, p > 1 et f : U = F une application a
valeurs dans un evn F.

1. SiE est un produit fini By x ... xEy, d’evn, alors f est de classe CF si et seulement si les différentielles
partielles d’ordre au plus p existent et sont continues le long de chaque sous-espace E;.

2. Si F est un produit fini d’espaces F1 X ... x Fy, alors f = (f1,..., fr) est de classe CP si et seulement
si f; est de classe CP pour chaque j € {1,...,k}.

3. La combinaison linéaire d’applications de classe CP dans U est de classe CP dans U.

4. SiL : F — G est une application linéaire et [ est différentiable p fois au point a, alors L o f est
différentiable p fois et DE(L o f) = LoD2f. De méme, si L : G — E est linéaire, L(b) = a, alors
(f oL) est p fois différentiable au point b et DY(f oL)(h1,...,hy) = D? f(L(h1),...,L(hp))).

Cela nous permet de montrer

Exemple 6.7. — Une application k-linéaire f : E1 X ... X Er — F est de classe C*° et les différentielles
d’ordre p > k 4+ 1 sont toutes nulles.

DEMONSTRATION. — On procéde par récurrence sur k. Pour le cas k = 1, on sait déja que D, f = f
pour tout a € Eq, donc Doy f — Dof = f — f = 0. Supposons maintenant le cas (k — 1) connu et
considérons une transformation k-linéaire. D’aprés le théoréme 4.7, on obtient

Daf(hl,...,hk):Zf(al,...,aj_l, hj ,aj+1,...,ak)
—~—

Jj=1 N
jéme place

soit
Daf(hlu"'7hk) :f(h17a27"'7ak)+f(a17h27a/37"'7xk)+"‘+f(a17"’7ak717hk)~
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Donc D f est la somme finie de la composée de la projection de E; x ... xE sur E; x... xE;_1 xE;j;11 x
... x Eg et de lapplication (k — 1)-linéaire de Ey x ... x E;_1 X Ej41 X ... x E; sur L(E;,F) définie par

(I17"'5‘Tj—17xj+17"'axk) = (hGEJ '—>f('rlw"'7xj—1ah7$j+17"'7xk))'

Donc ’hypothése de récurrence s’applique et la proposition précédente permet de conclure. [ ]

Proposition 6.8. — Soient p € NU{oco}, E,F, G trois evns, U un ouvert de E, V un ouvert de F, a un
point de U, et f:U—F et g: V — G deuzx applications telles que f(U) C V.

1. Si f est p fois différentiable au point a et g est p fois différentiable au point f(a) alors (go f) estp
fois différentiable au point a.

2. Si f et g sont de classe CP alors (go f) est de classe CP.

DEMONSTRATION. — Oun procéde par récurrence: le cas p = 1 est connu, et de plus D,(g o f) =
Dy(q)g © Dof. Supposons maintenant la proposition connue au rang (p — 1) > 1 et montrons-la au
rang p. Sans perte de généralité, on peut supposer que f est p fois différentiable sur tout U et g sur
tout V. On remarque que z — D,(g o f) est la composée de ¢ : U — L(E,F) x L(F,G) définie
par ¢(z) = (Dzf,Dy)g) et de I'application bilinéaire ¢ : L(E,F) x L(F,G) — L(E,G) définie par
¥(A,B) = Bo A. D’aprés 'exemple précédent, ¢ est de classe C°°, et les applications composantes de
@ sont (p — 1) fois différentiables, donc ¢ aussi. On en déduit que (g o f) est p fois différentiable. Si les
différentielles d’ordre p sont continues, alors on en déduit que (g o f) est aussi de classe CP. ]

On obtient par récurrence

Proposition 6.9. — Soient U un ouvert d’un evn et f,g: U — R des applications p fois différentiables
(resp. de classe CP), alors le produit (fg) est aussi p fois différentiable (resp. de classe CP).

Exemple 6.10. — Toute application polynomiale ou rationnelle f : R™ — R est de classe C*° la ou elle
est définie.

Exemple 6.11. — L’application f : GL(E,F) — GL(F,E) définie par f(u) = u~" est de classe C.

DEMONSTRATION. — Soit ® : E — F un isomorphisme. On considére g : GL(E) — GL(E) définie
par g(u) = u~! et les applications linéaires Ag : L(E,F) — L(E) et By : L(E) — L(F,E) définies
par Ag(u) = @ Lowu et Ba(u) = uo® 1. OnavuD,g(h) = —ultohoul. Or f =BgpogoAs
de sorte que, par linéarité et composition, on obtient aussi D, f(h) = —u~! o howu~!. On l’écrit sous
la forme D, f = oy ot ¢ : GL(E,F) — L(F,E) x L(F,E) est définie par o(u) = (u=t,u"!) et
v : LF,E) x L(F,E) —» L(L(E,F), L(F,E)) est définie par ¢ (vy,v2)(h) = —v1 0 h o vg. Par récurrence,
I’application ¢ est de classe CP si f est de classe CP et ¥ est de classe C*° car bilinéaire. Donc D f est de
classe CP et f de classe CPT1, ]

7 Développements limités

On adapte les formules de Taylor aux applications de plusieurs variables. Les hypothéses chaque fois sont
différentes, et il convient de bien les retenir. On commence par le cas de polynémes ot on obtient une
formule exacte.

7.1 Polyndémes généralisés

Définition 7.1. — Soient E,F deuz espaces vectoriels de dimension finie.

1. Soit k > 0; une application f : E — F est un polynéme homogéne de degré k s’il existe une application
k-linéaire symétrique g : EF — F telle que f(x) = g(x,...,x). Sik =0, f est constante.

2. Soit d > 0; un polynome de degré d P : E — F est une combinaison linéaire de polynémes homogénes
de degré k < d de sorte que le polynome homogéne de degré d est non identiquement nul.
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Théoréme 7.2. — Soit P : E — F un polynéme de degré d > 0. Alors

d
Plz) =)
k=0

| —

'D}SP(x,...,x).
! ——
k fois

o

On traite d’abord le cas des polyndémes homogénes.

Proposition 7.3. — Soit f : E — F un polynéme homogéne de degré k > 0, alors f est de classe C°°,
DPf=0sip>ket sip<k,

k!
D2f(h,...,h) = ——g(x,...,z,h,..., h)
(k — p)' —— ——
k—p fois  p fois
ou f(z) =g(x,...,x).
DEMONSTRATION. — On considére pour chaque j > 1, 'application linéaire A; : E — E’ définie par

Aj(z) = (z,...,x) de sorte que f = g o Ay pour un polynéme homogéne de degré k.
j fois
On procéde par récurrence sur k. Prenons k = 1, de sorte que f = g € L(E,F). Si p = 0 alors
DYf = f(z); si p= 1 alors D, f = f = g pour tout x € E. Du coup, D1 f — D, f = 0 impliquant ainsi
D2f = 0 et plus généralement DP f = 0 pour tout p > 2.
Supposons maintenant la proposition établie jusqu’'au rang (k — 1) > 1 et prenons un polynome
homogéne de degré k de sorte que f = g o Ay. D’aprés 'exemple 6.7, on obtient

D»Lf(h) = DAk(m)g(Ak(h)) = k‘g(aj, R h) = kg(Ak—l(x)’ Al(h))
k—1

par symétrie, donc Df est un polynéme homogéne de degré (k — 1) a valeurs dans £(E, F). L’hypothése
de récurrence s’applique de sorte que

— Sip <k, alors

_ kEx (kE—1)!
DD A, 1= Ag_ A, 1, A
x ( f)o p—1 [(k‘—l)—(p—l)]!g( kp(x)v p—1 1)
donc il
Difod, = Dg_l(Df) oAy = Wg(ﬁkﬂ,(l‘), Ap).
—Sip>kalorsp—1>k—1etDEf =DP}(Df)=0.

|
DEMONSTRATION DU THEOREME 7.2. — On considére pour chaque j > 1, 'application linéaire A; :

E — E’ définie par Aj(z) = (z,...,z). Il existe des polynomes homogénes Py et des applications
—
4 fois
k-linéaires et symétriques g, de degré k pour k variant de 0 & d tels que P = g 0o Ag et P = Zi:o Py.
D’aprés la proposition précédente, on a

(kfi!p)!gk(Ak_p(z),Ap(h)) si0<p<k
DIPL(A,(h) =
0 sip>k

Par conséquent, DEP = klg;, et
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Si f: U — F est une application p fois différentiable, alors ses différentielles sont des applica-
tions multilinéaires symétriques, donc on peut appliquer ce qui précéde. On introduit d’abord quelques
notations.

Notations.— Afin de simplifier les notations, on introduit le formalisme suivant. Un multi-indice est

un n-uplet d’entiers naturels a = (a1, ..., ), a; € N. Sa longueur vaut |af =37, a;.
On définit aussi a! = ag! X ... x a,! et h* = A ... RS~ si h = (hy,...,h,). Enfin, pour une
application p fois différentiable définie sur un ouvert de R™, on écrit, pour un multi-indice de longueur p
oPf

Onf = O O] = G g

N (o9} . . s . . . .
ou le symbole 8j ? signifie que 'on dérive a; fois dans la direction e;.

Lemme 7.4. — Etant donné un multi-indice « € N de longueur p, le nombre m(c) de p-uplet (j1,-..,7p)
qui comportent exactement oy, termes prenant la valeur k vaut

p! p!
mla) === —"—.
al  apl.iay!
DEMONSTRATION. — Le nombre m(«) est déterminé par le choix de «; indices parmi p, puis de as

indices parmi les (p — a) restant, etc. D’ou

— sl !
m(a):<£>x<paal)x...x<p Zj=1aﬂ>:'p' ;-
1 2 ap agl. . ay!

|
Corollaire 7.5 (formule du binéme généralisé). — On a, pour x1,...,z, € R, k> 1,
. k
Yl = Y B
Jj=1 €N, |a|=k
Corollaire 7.6 (expression développée de la différentielle). — Soit f : U — F une application p

ois différentiable en un point a d’un ouver e R™. On a, pour tout h € R",
s différentiabl int a d’ t U de R". O tout h € R"

1 1 o
=DEf(h, . k)= Y Si0af(@)h®.

s aEN" Jal=p
7.2 Formule de Taylor-Young
Cette formule décrit le comportement local d’une fonction au voisinage d’un point.

Théoréme 7.7 (Taylor-Young). — Soit f : U — F une application différentiable p fois au point a € U.
Soit r > 0 tel que B(a,r) C U. Il existe € : B(0,7) = F telle que limge = 0 et, pour tout h € B(0,r),

P
1
flat+h) =2 =DEf(h,....h)+|hl[Pe(h).
o k! \‘/_/
= k
DEMONSTRATION. — On procéde par récurrence. Le cas p = 1 est connu. On suppose que la formule

est établi jusqu’au rang (p — 1) > 1. On considére la fonction auxiliaire g : B(0,7) — F définie par

g9(z) = Z

Df(z,....x)
\W_/
k

N“;—A
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que l'on différentie grace a la formule établies pour les polynomes homogeénes:

.,z h).

k—1

ng(h) = a+zf

k= 0

Soit € > 0; comme D est différentiable (p — 1) fois au point a, il existe § > 0 telle que, si ||z|| < J, alors
D.gl| < el|lz||P~t. Du coup, le théoréme de la moyenne implique, pour h € B(0, §),

p
fla+h)— Z

=P )= llg(h) —g(0)]]
W—/
k=0 k
<  sup |[[Dagl -7
z€B(0,[|A )
< el
|
7.3 Formule de Taylor avec reste intégral
Par convention, si f = (f1,..., fa) : [a,0] = R™, est une application continue, on pose
b
J fi(z)dx
b a
| ta@ae= |
a b
J fn(x)dx
a
Théoréme 7.8 (Taylor avec reste intégral). — Soit f : U — F une application de classe CPT1(U)
définie sur un ouvert convexe. Pour tout a,b € U, on a
Poq 1
=3 DA —a boa)t 7J (L= D, (b= a,... b —a)d.
=0 _]ﬂ,—/ P Jo —,_/
p+1
DEMONSTRATION. — Cela découle de la formule en dimension 1; Soit g : I — R une fonction de classe
CPH1(I) définie sur un intervalle ouvert contenant [0,1]. Alors on a
Poq 1 1
Z* ®) (0 J (1 — )PP+ () dt (7.1)
=0 k! p! 0

Montrons (7.1) par récurrence sur p. Si p = 0, c’est le fameux théoréme fondamental de Panalyse:
1

o)~ 9(0) = | (o)t

0

Supposons la formule (7.1) établie pour les fonctions de classe €7, et supposons g de classe CP*1. On part
donc de

Z a0+ s [0 ot

et on intégre par parties le reste 1ntegral en prenant une primitive de (1 —¢)?~! de sorte que

o ot ma = -

1 1
— + = | (1 =t)Pg®HV (t)dt
(=1 ',[0( & ©)

o P

p
lg(p) (0) + 1 Jl(l — t)PgPtD (1)dt .
p! P! Jo
Du coup, on obtient bien (7.1).

La formule de Taylor avec reste intégral s’obtient en appliquant (7.1) a la fonction auxiliaire g :
[0,1] — R™ définie par g(t) = f(a + t(b — a)). ]
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Corollaire 7.9 (Majoration du reste). — Soit f : U — F une application de classe CPT1(U) définie
sur un ouvert conveze. Si |[DPFYLf|| <M sur U, alors, pour tout a,b € U, on a

P
1 M
- =DFf(b—a,....,b—a)|| < ———||b—a|P*'.
)= 3 ok e b9 < Gl
DEMONSTRATION. — On estime le reste intégral
1 pyp+1 1 P+
] 0(1—t) D, (- a)f( Lob—a)dt]| < 17 1—t )P||ID +t(b a)f( L b—a)ldt
! _,_/ —,_/
p+1 p+1
1
< —|J (1—t)PM b —a|Pt" dt
M
< Gamlh-ar

7.4 Formule de Taylor-Lagrange

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a4 des applications & valeurs réelles f : U — R définies sur un ouvert
convexe d’un espace vectoriel normé E.

Théoréme 7.10 (Taylor-Lagrange). — Soit f : U — R une application définie sur un ouvert conveze
d’un evn E, différentiable (p + 1) fois sur U. Pour tous a,b € U, il existe ¢ €]a,b| tel que

p
1 1
=Y —DFfb—a,...,b— DPFLf(b—a,...,b—a).
kz:;k! JOZa bt ey et bz b g)

k p+1
DEMONSTRATION. — On considére la fonction auxiliaire ¢ : [0,1] — R définie par
p k +1
(=" & (1—t)
:E D o flb—a,...;b—a)+ K———— — f(b)
a+t(b—a) ’ ) |
=0 — (p + 1)'

k

ot lon fixe la valeur de K de sorte que g(0) = 0. On différentie g, différentiable par hypothéses:

P k p
1-1¢ (1 1)k 1_pe
g/(t) = Z( k ) Dii:(b a)f(bfa Z (L+t(b a)f( 7bia)7}<( p' )
) . %/_/ .
h=0 k41 k=1 v
p+1 e » B
(1-1) & (1 -1y
= ZWD +t(b— a)f(%/_, Z +t(b a)f( a,...,b—a)—K o
k=1 v — . .
(1—2)r (1—1t)P
- P! Dp+t(b ofb—a,....b—a)—K o
p+1

Or g(1) = g(0) = 0, donc le théoréme de Rolle implique I'existence de 6 €]0, 1] tel que ¢'(8) = 0, ce qui
nous permet d’obtenir
K= Dp+9(1) n)f( oo, b—a).
p+1
Le fait que g(0) = 0 implique, en notant ¢ = a + 6(b — a),

p
1 1
:E:yDgf(b—a,...,b—a)—l— (p+1),D£“f(b—a,---7b—a)-
! —_—— ! ———
k=0

k p+1
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Remarque 7.11. — Cette formule n’est pas valide pour des fonctions a valeurs vectoriels. Autrement dit,
il n’y a pas de raison que l’on puisse choisir la méme valeur du segment pour chaque composante. Prenons

par exemple g : [0,1] — R? définie par g(t) = (t2,t3). On a donc ¢'(t) = (2t,3t), g(1) — g(0) = (1,1) et il
n’existe pas de valeurs de t vérifiant 2t = 3t = 1.
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CHAPITRE IV.— INVERSION LOCALE, FONCTIONS IMPLICITES
ET RANG CONSTANT

Comme d’habitude, tous nos espaces vectoriels sont de dimension finie. On note (E, ||.||g) et (F, ||.||r)
des espaces vectoriels normés sur R, U un ouvert non vide de E et f : U — F une application. Par un
choix de bases pour E et F, on se raméne a f : U(C R?) — R

Ce chapitre est consacré a la démonstration de trois théorémes fondamentaux: le théoréme d’inversion
locale, le théoréme des fonctions implicites et le théoréme du rang constant. On y trouvera aussi le lemme
de Morse, et I’énoncé du théoréme de Sard.

8 Difféomorphismes

Soient U C Eet V C F des ouverts d’espaces vectoriels normés E et F respectivement. Un difféomorphisme
de classe C' f : U — V est un homéomorphisme f : U — V de classe @' tel que son application réciproque
f71:V — U est aussi de classe C.

SiI et J sont des intervalles de R, alors une application surjective f : I — J est un difféeomorphisme
si f € C! et si f’ ne s’annule pas. Dans ce cas, f est strictement monotone, donc bijective sur son image
qui est J. De plus, 'application inverse g = f~% : J — I est dérivable de dérivée g('z) = 1/f'(g()) qui
est bien continue.

Proposition 8.1. — On a les propriétés suivantes.
1. Une application f: U — V est un difféomorphisme si et seulement si

a) f est de classe C';
b) f est un homéomorphisme;

c¢) pour tout x € U, D, f est un isomorphisme.

2. Soient f : U — V un difféomorphisme et v : V. — G une application o valeurs dans un espace
vectoriel normé G. Alors u est de classe @' si et seulement si v o f est de classe C'.

DEMONSTRATION. — Supposons que f est un difféomorphisme de classe @'. Par définition, f est de
classe @' et un homéomorphisme. On écrit g = f~! de sorte que g o f = Id. Du coup, pour tout = € U,
Dy(zygoD, f = Id, impliquant ainsi que D, f est inversible. Réciproquement, si f est un homéomorphisme
de classe C! de sorte que D, f est un isomorphisme pour tout 2 € U, alors il reste & montrer que g = f~!
est de classe C'. La proposition 3.8 implique que g est différentiable en chaque point et D, g = Dy f )t
pour tout y € V. Du coup, Dg est la composée de ¢ : u € GL(E,F) — u™! € GL(F,E), x + D, f et g
qui sont toutes continues par hypothéses (on a Dg = ¢ oD fog). Donc Dg est continue et on conclut que
g est de classe C!.

Comme on peut écrire u = (uo f) o f~1, on déduit facilement que u est de classe C! si et seulement
si uo f est de classe G par stabilité de la propriété d’étre C!. ]

On remarque qu’étre un homéomorphisme de classe G ne suffit pas a étre un difféomorphisme.
Prenons par exemple 'application x — 23 sur R qui est bien un homéomorphisme, mais son application
réciproque n’est pas différentiable en zéro. Cependant, il n’y a pas de problémes pour passer a la régularité
supérieure:

Proposition 8.2. — Si un difféomorphisme f : U — V est de classe C*, k > 2, alors = est aussi de
classe CF.

DEMONSTRATION. — On écrit ¢ = f~! de sorte que fog = Id. Du coup, Dy f o Dyg = 1d,
impliquant ainsi D,g = (Dy(y) f)~'. En reprenant les notations de la démonstration précédente, on a
donc Dyg=¢@oDfog.

Montrons par récurrence sur k > 1 que si f est de classe €F alors ¢ aussi. Pour k = 1, cela découle
de la définition de diffeomorphisme. Si c’est vrai au rang k et que f est de classe €*t1, alors Df est de
classe C* et g de classe C*. Or comme ¢ est de classe > (voir 'exemple 6.11), on en déduit que Dg est
de classe G, donc g est de classe CFF1. [ |
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On montre comment, dans la proposition 3.8, se passer de I'hypothése d’étre un homéomorphisme
si on part d’une application de classe C', comme en dimension 1.

Théoréme 8.3 (d’inversion locale). — Soit f : U — F une application de classe Ct. S’il existe a € U
tel que D, f est inversible, alors il existe des voisinages V de a et W de f(a) tels que f:V — W est un
difféomorphisme.

Remarque 8.4. — Les hypothéses du théoréme sont équivalentes & f de classe G et jacobien au point
a non nul i.e, det Do f # 0.

Une application f : U — F est un difféomorphisme local si, pour tout a € U, il existe un voisinage V
de a tel que f: V — f(V) est un difféomorphisme. Le théoréme d’inversion locale donne une condition
nécessaire (et suffisante) pour qu'une application de classe C! soit un difféomorphisme local.

Corollaire 8.5. — Une application f : U — F de classe C' est un difféomorphisme local si et seulement
si, pour tout x € U, on a det D, f # 0.

Méthode de Newton.— La démonstration s’appuie sur une généralisation de la méthode de Newton.
Rappelons le principe de cette méthode. On se donne une fonction numeérique « : I — R de classe ! dont
on cherche un zéro i.e., un point ¢ € I tel que u(¢) = 0. On part d’une condition initiale o et on remplace
le graphe de u par la tangente au point zg & laquelle on trouve le zéro correpondant que l'on note x;.
On recommence avec la condition initiale 21 et on construit une suite (z,) en espérant que celle-ci soit
convergente. On montre alors que la limite, si elle existe, est le zéro recherché.

Si x,, est construit, alors I’équation de la tangente est y — u(z,) = u'(z,)(x — x,). Cette droite
coupe 'axe des abscisses au point
u(xy)
W (zn)

T+l = Tp —

Ce point est bien défini si u'(z,) # 0, c’est-a-dire si sa tangente n’est pas horizontale!
Pour montrer que la suite est bien convergente, on peut essayer d’appliquer le théoréme du point
fixe suivant a la fonction N, (z) =  — u(z)/v/(z):

Théoréme 8.6 (du point fixe). — Soit (X,d) un espace métrique complet et considérons une trans-
formation f : X — X. Si f est contractante i.e., il existe 0 < k < 1 telle que, pour x,y € X, on a
d(f(x), f(y)) < kd(z,y). Alors f admet un unique point fixe p i.e., vérifiant f(p) = p. De plus, le point
p s’obtient comme suit. Pour tout choiz initial xq € X, la suite (x,) définie par récurrence en posant
Tnt1 = f(xn) est convergente de limite p.

DEMONSTRATION. — On montre par récurrence que d(xy, Tn+1) < k"d(xo,x1). En effet, c’est vrai rang
n = 0 et si c’est vrai au rang n, alors

d($n+1amn+2) = d(f(l'n)v f(xn—&-l)) < kd(iEn,$n+1) < knJrld(anxl) .

Par conséquent, pour tout n,p > 0, on a

I
-

P p—1
. kn
AT, Tnyp) <Y d(@ni gy nijpn) < K" Hd(we,21) < -
J j=0

d(zo, 1)

Il
o

donc (xn) est une suite de Cauchy. Comme on a supposé X complet, cette suite est convergente; on note
sa limite p. Comme f est continue, l'identité x, 11 = f(x,) donne & la limite p = f(p). L’unicité du point
fixe découle de la contraction de f car si ¢ était un autre point fixe, on aurait d(p,q) = d(f(p), f(q)) <
kd(p,q) < d(p,q) qui est impossible. [ |

Retournons a la méthode de Newton. Si N, (p) = p, cela implique
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soit u(p) = 0. Donc un point fixe pour la méthode de Newton fournit bien un zéro de w.

DEMONSTRATION DU THEOREME D’INVERSION LOCALE.— Nous allons mettre en ceuvre la stratégie ci-
dessus. Pour simplifier les notations, on se raméne au cas ou E = F, a = f(a) =0 et D, f = Idg. En effet,
f est un difféomorphisme local au point a si et seulement si I'application: u + (Do f) ™ [f(a +u) — f(a)]
est un difféeomorphisme local au point 0. C’est-a-dire que moyennant une translation sur a et sur f(a) et
un isomorphisme linéaire, on peut se ramener a cette situation simplifiée.

Pour y € E, on considére la méthode de Newton N, : x — z — (f(z) — y) de sorte qu’un point fixe
de N, nous donne un antécédent de y par f. Nous allons montrer qu’il existe € > 0 assez petit de sorte
que

1. B(0,e) C U;
2. siy € B(0,¢/2), alors N, (B(0,¢)) C B(0,¢);
3. siy € B(0,¢/2), alors N, est contractante.

Remarquons que Ny est différentiable sur U et DN, = Id — D, f. Puisque Df est continue et
Dof = 1d, il existe € > 0 tel que B(0,e) C U et si ||z|| < € alors ||D,f —Id|| < 1/2. D’apreés I'inégalité
des accroissements finis, on a, pour tous x1, 2 dans la boule B(0, ),

Ny (1) = Ny(@2)l| < 5los = o2l (81)

Ceci montre en particulier que N, est contractante. En remarquant que N,(0) = y, et en choisissant
y € B(0,e/2), alors, pour z € B(0,¢), on a

1
INy (@) < [INy(z) = Ny (O}l + llyll < 5 llzll +llyll <&

donc on obtient N, (B(0,¢)) C B(0,¢) si |ly|| < ¢/2. D’aprés le théoréme du point fixe appliqué dans

B(0,¢), N, admet un unique point fixe g(y) dans B(0,¢). Par conséquent, ’équation f(z) = y admet

une unique solution, g(y), dans B(0,). On pose V = B(0,¢) N f~1(B(0,2/2)) qui est un ouvert non vide
puisque 0 € V; on note aussi W = f(V).

La restriction f : V. — W est donc une bijection de classe C' d’inverse g. De plus, D, f est inversible
sur Vear D, f =Id — (Id =D, f) et ||[Id = D, f|| <1/2 < 1, cf. §3.1 5.. Il reste a établir la continuité de
g. D’apres (8.1) et I'inégalité triangulaire inverse, on a, pour yi,y2 € W et &1 = g(y1), z2 = g(y2),

1
5\\901—332” > [[No(z1) — No(z2) ||

[(z1 = x2) = (y1 — w2

[z1 = @2l = lly1 = w2l

v

ce qui implique ||z1 — 22| < 2||y1 — y2||. Autrement dit, g est 2-lipschitzienne, donc continue. Le critére
de la proposition 8.1 s’applique pour conclure que f: V — W est un difféomorphisme. [ ]

Corollaire 8.7 (inversion globale). — Soient E,F des espaces vectoriels normés de dimension finie
et soit U un ouvert de E. Si f : U — f(U) est de classe C, injective, et si D, f € GL(E,F) pour tout
x € U, alors f est un difféomorphisme de classe C* de U sur f(U).

DEMONSTRATION. — D’aprés le théoréme d’inversion locale, f est un difféeomorphisme local. Mais
comme f est globalement injective, on en déduit que f est un difféomorphisme global sur son image. W

Corollaire 8.8 (application ouverte). — Soient E, F des espaces vectoriels normés de dimension finie
et soit U un ouvert de E. Si f : U — F est de classe C! et si D, f € GL(E,F) pour tout x € U, alors f
est une application ouverte: pour tout ouwvert V.C U, f(V) est ouvert.

DEMONSTRATION. — Soit V C U un ouvert et prenons a € V. Nous allons montrer que f(a) admet
un voisinage contenu dans f(V). Cela découle du théoréme d’inversion locale qui implique 'existence
d’un voisinage ouvert W de a tel que f: W — f(W) est un difféomorphisme; notons ¢ : f(W) — W son
inverse qui est donc continue. Du coup, VN W est un ouvert non vide, et f(VNW) =g~ 1V W) est
ouvert par la continuité de g. [ |
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On conclut par un exemple important.

Coordonnées polaires dans le plan. — On considére Papplication f :]0,c0[xR — R? définie par
f(r,0) = (rcos@,rsin@). Cette application est de classe C>° et

Df = (cos@ —TSil’l(9>

sinf rcosf

donc det Df = rcos? 0 + rsin® = r # 0 donc f est un diffeomorphisme local de classe €.

9 Fonctions implicites

On s’intéresse dans ce paragraphe aux solutions d’équations & paramétres. L’objet du théoréme des
fonctions implicites est de montrer comment de la connaissance d’une solution pour un paramétre fixé
obtenir des solutions pour des paramétres voisins.

Théoréme 9.1 (des fonctions implicites). — Soient E, F, G des evn de dimension finie, U un ouvert
de ExF et f:U— G de classe %, k > 1. On suppose qu’en un point (zo,y0) € U, la différentielle
partielle O f(xo,yo) est un isomorphisme.

Alors il existe des ouverts V et W de E et F respectivement et une application g : V. — W de classe
G tels que

1. onaVx W C U;

2. on a g(wo) = yo et Dyyg = —(9p f(0,50)) " © O f(20,y0);

3. pour tout x € V, léquation f(x,y) = f(xo,y0) en y admet une unique solution g(x) dans W;
autrement dit, pour tout x € V, on a f(x,g(x)) = f(xo,y0) et si f(z,y) = f(xo,y0) avec y € W

alors y = g(x).

On se donne donc une application f : E x F — G et on s’intéresse a I'équation f(z,y) =z ouz € G
est fixé et (x,y) sont des inconnues. On cherche & résoudre cette équation de maniére a trouver y en
fonction de x. Graphiquement, on s’intéresse a ’ensemble de niveau E, = {(z,y) € E x F, f(x,y) = z}
et on veut déterminer si, au voisinage d’un point (zg,yo) € E., on peut exprimer E, comme le graphe
d’une fonction y = g(x). Le théoréme répond par laffirmative si le plan tangent de E, dans E x F n’est
pas paralléle & F. Par exemple, si on considére f(z,y) = 2% +y? — 1 = 0, alors 0y f = 2y qui est non nul
si y # 0. Dans ce cas, on peut exprimer le cercle unité comme le graphe de x — ++v/'1 — 22, z €]0,1].

DEMONSTRATION. — Posons ¢ : U = E x G défini par ¢(z,y) = (z, f(x,y)). Cette application est de
classe C et

b B Idg 0
(zo,y0)¥ = Irf(zo,y0) Orf(z0,90))

Comme JF f(xo, yo) est inversible, det D5, )@ 7 0, donc ¢ est un difféomorphisme au voisinage du point
(z0,y0) d’apres le théoréme d’inversion locale. 1l existe donc des ouverts VC E, W C F et Y C G tels
que ¢ : Vx W =V xY est un difféomorphisme de classe C*.

Lggalité f(z,y) = f(zo, yo) est équivalente au fait que ¢(z, ) = (z, f(x0, 90)), donc = (z, f(z0, yo))
(z,y). Notons 7r : E x F — F la projection canonique et g : V. — W définie par g(z) = nF o
o H(w, f(zo,y0)), de sorte que (z,g(x)) = ¢ *(z, f(xo,y0)). On vérifie que g(zo) = vo, g(V) C W,
g est de classe @¥ comme composée de fonctions de classe au moins C* et f(xz, g(x)) = f(z0, yo)-

Enfin en différentiant = — f(z, g(x)), on obtient dgf + I f 0 Dg = 0, d’ou l'expression de Dg au
point xg. [ ]

Interprétation analytique.— On écrit f(z,y) = f.(y) pour voir £ comme un paramétre. Supposons
que lon connaisse une solution pour le paramétre o de équation f,,(y) = 0. On étudie le probléme
linéarisé induit par Jp fz, (y): si celui-ci peut étre résolu au sens que c’est un isomorphisme, alors 1’équation
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perturbée admet une unique solution au voisinage de la solution 3y, qui dépend de maniére C' de la
perturbation.

Exemple: racines simples de polyndémes.— On prend E = Cy4[X], A € C et Py € E tels que
Po(A) = 0. On suppose que A est une racine simple impliquant ainsi P{(\) # 0. On étudie I’équation
P(z) =0 en posant f(P,z) = P(z). On a dcf(Po, \) = P4(XA) # 0, donc est inversible. Du coup, il existe
un voisinage de U de Py et V de A et une transformation g : U — V de classe C* tels que, pour tout
polynome Q assez proche de Py, ¢(Q) est 'unique racine de Q dans V, cette racine étant aussi simple.

Equivalence entre les théorémes d’inversion locale et des fonctions implicites.— On a déduit
le théoréme des fonctions implicites du théoréme d’invesion locale, mais on aurait pu procéder & l'inverse.
En effet, calculer I'inverse d’une application ¢ : U — F revient a étudier I’équation ¢(x) —y = 0. En
posant f(x,y) = ¢(x) —y, on obtient dg f(x,y) = Dyp. Donc si D, ¢ est inversible, alors on trouve des
voisinages V de xo et W de ¢(x¢) et une (unique) application ¢ : W — V tels que ¢(¢(y)) = y pour tout
y € W. Ceci montre que ¢ est un difféeomorphisme local au point xg.

10 Structure locale des applications différentiables

Dans ce paragraphe, on étudie la forme d’une application de classe €* a diffeomorphisme prés. On étudie
plusieurs cas de figure selon la régularité de f au voisinage d’un point a donné.
10.1 Rang constant

Si E et F sont des espaces vectoriels normés, le rang d’une application linéaire L € L(E, F) est la dimension
de Im L. Pour une application ¢ : U — F différentiable au point a € U, on définit

def.
rg, P = rgDayp.
On rappelle le lemme suivant d’algébre linéaire.

Lemme 10.1. — Soient p,q > 1 et r > 0. Si une matrice A € My ,(R) est de rang r alors il existe
P € GL,(R) et Q € GLy(R) telles que
L. 0
-1 _ r
ar= ().

DEMONSTRATION. — On considére l'application linéaire us : RP — R? définie par ua(X) = AX. Soit
(e1,...e,) une base de Kerua que 'on compléte en une base (ey,...,e,,&1,...,&y) de RP.
Montrons que (ua(€1),...,ua(em)) est une base de Imua . Tout d’abord, cette famille est génératrice

par définition: si y € Imuy, alors il existe x € RP tel que ua(x) = y. Or, on peut trouver des scalaires

T1ye.., Ty €6 Y1,...,Ym tels que
n m
xr = Zxkek + Zyjsj.
k=1 j=1

Du coup, comme Y xper € Keruya, on obtient

y =ua(r) = Z%‘UA(EJ‘)-

Il reste a vérifier que cette famille est aussi libre. Pour cela, on choisit Aq,...,\,, € R tels que
> Ajua(ej) = 0. Cela s’écrit aussi ua (D Ajej) = 0 ce qui implique que Y Aje; € Kerua. Comme
(e1,...,ey,) est une base de Kerup et (e1,...,epn,€1,...,6m) est libre, on en déduit que ) A\je; = 0 donc
Al = ... = An = 0 et cette famille est bien une base de Imu,.

Comme rg A = r, on en déduit que m = r et p =n + r. Enfin, on note f; = ua(e;) et on compléte
(f1,..., fr) en une base F = (f1,..., f;) de R%. On réordonne la base de R” pour 'écrire sous la forme
&= (e1,...,€r€1,...,€,). La matrice de up dans ces bases est donc

Mat(ua, &,F) = (IOT 8) .
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En notant P la matrice de passage de la base canonique de RP vers € et Q la matrice de passage de la
base canonique de R? vers F, on conclut la démonstration du lemme. ]

On montre une version «a géométrie variable» de ce résultat.

Théoréme 10.2 (du rang constant). — Soit f : U — F une application de classe C*, k > 1, définie
sur U et supposons qu’il existe r > 1 tel que rg, f = r pour tout x dans un voisinage d’un point a € U.
Alors il existe un voisinage V.C U de a, un voisinage W C F de f(a), des difféomorphismes ¢ : V. —
V' (CRP) et1p: W — W' (CRY) tels que po fop L =Dyf : V' — W'. Dans des bases appropriées, on
obtient
(1,...,zp) = (z1,...,2,,0,...,0)
——

q—r

Ce théoréme affirme qu’une application de classe au moins @' de rang constant est localement linéaire &
changement de coordonnées prés par des difféomorphismes. Autrement dit, une application de classe au
moins C! de rang constant n’est pas plus compliquée qu’une application linéaire.

Donnons les grandes étapes de la démonstration. Dans un premier temps, on construit ¢. Pour
cela, on part du fait que la fonction f se comporte en premiére approximation comme ’application affine
x — f(a) + Dqf, donc envoie U proche du sous-espace f(a) + ImD,f. Cela nous conduit a considérer
une projection 7 : F — Im D, f et d’étudier dans un premier temps ’application wo f : U — Im D, f.
On se place dans des repéres adaptés de E et F qui tiennent compte de D, f c’est-a-dire pour que D, f
soit la matrice donnée par le lemme 10.1. On décompose donc E et F sous la forme E = E' @ Ker D, f
et F =ImD,f ® Kern. Dans cette situation, on montre ’existence d’un difféomorphisme local ¢ tel que
mofop t=D,f est linéaire.

L’étape suivante consiste & montrer que f o o~ est de la forme (x,y) — (z,g(x)) au voisinage de
0; on utilise ici que le rang est localement constant. De 14, on construit ¢ au voisinage de f(a) en posant

¢($72) = (LC,Z - g({E))

DEMONSTRATION. — Quitte a remplacer f par z — (f(a+x)—f(a)), on peut supposer que a = f(a) = 0.
Nous donnons deux présentations en paralléle de la preuve: 'une intrinséque et ’autre en coordonnées.
On choisit une base Bg = (e1,...,¢p,) de E telle que (ey41,...,€p) soit une base de Ker Dy f; notons
E’ espace engendré par (eq, ..., e,). Ducoup, si onpose f; = Do f(e;) pour j = 1,...,r, alors (fi,..., fy)
est une famille libre que l'on peut compléter en une base de Brp = (f1,..., f;) de F. Cela nous permet
d’identifier E avec RP et F avec R?. On travaille maintenant dans ces repéres.
Dans cette base, on a l’écriture en matrice par blocs

o=(5 )

Du coup, la restriction Do f|g : E' = Im Dg f est un isomorphisme dont on notera 'inverse

1

(D0f|E/)_1 : IIl’lDof — E'.
Notez que Dof o (Dof|g/)~! =1d et (Dof|g/) "' o Dof = 71 oit 71 : E — E est la projection de E sur E/
parallélement a Ker Dy f.

Un développement limité de f montre que f envoie un voisinage de 0 dans RP trés proche de
ImDgf = R” x {0}4—» C F. On considére la projection 7 : F — F sur ImDy f parallélement a F' =
vee(fri1s- -+, fq) = {0} x R?™" définie par 7(z, z) = x, pour (z,z) € R" x RI™".

On définit ¢ : E — E par ¢ = (Do f|g') "tomo f) +m, ot my : E — E désigne la projection de E sur
Ker Do f parallélement a E’. L’application ¢ s’écrit, dans les repéres choisis, ¢ : R” x RP™" — R" x RP~"
en posant p(z,y) = ((Dofle) L omo f)(z,y),y). Cest une application de classe €*. On a

Doy = ((Dofle) " omoDof) +mo = +m =1d

ou, plus prosaiquement, on calcule la matrice jacobienne. On obtient la matrice par blocs

Doy = (“alf(o) 7r052f(0)> _ (IT 0 >

0 I, 0 L,
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car m = Id sur R” x {0}4_, et {0}, x R?™" = Ker.

Par conséquent Dy est inversible et le théoréme d’inversion locale affirme que ¢ est un difféomor-
phisme C* au voisinage de 0; notons V, V' ces voisinages de sorte que ¢ : V — V’; on choisit V’/ convexe.
On a

Dofop=mof+Dofom=mof

1

car Immy C KerDgf. Donc on a mo fo e~ = Dgf. Autrement dit, on a (mo fop~1)(z,y) = x par

construction.

Or Dof =moDgf done 7[(fop™!) —Dof] =0 car m = Id sur Im Dg f; du coup, on a ((fop™t) —
Dof)(V') C Kerm. Par conséquent, il existe une application g : V/ — Kerm = F’ de classe C* telle que
(fop™") =Dof +g, soit g: R? — RI™" telle que (f o p~")(z,y) = (z,9(z,y)).

Nous allons montrer qu’en fait g ne dépend que de x € E' = R". C’est 1a que ’hypothése de rang
constant va jouer. En effet, pour z € V/,

18, (fo™") = dimDy(f o™ ")(E)

dim7 oD, (f o 1)(E) =dimD,(mo fop )

dim Do f(E') = r

donc dim D, (f o ¢~ 1)(E’) = r et on déduit d'une part que D, (f o p~1)(KerDof) C D.(f o o~ 1)(E)
car le rang vaut r et d’autre part que la restriction 7 : D, (f o ¢ 1)(E’) — Im Do f est un isomorphisme

car elle est surjective et les dimensions coincident. Comme (D, (f o ¢=1)(KerDgf)) = 0, il vient
D.(fop 1) (KerDgf) = 0. Alternativement, on considére la matrice jacobienne de (f o ~1) en un point

(x,y) € V"
I 0
D = "
1= (o1 )

Or, pour tout (z,y) € V', 1g(, . (f © @ 1) =r, donc dog = 0 d’aprés le lemme 10.3 ci-dessous.

Autrement dit, comme V' est convexe, pour z,w € V' tel que z — w € Ker Dy f, on obtient g(z) =
g(w). Ceci implique que g ne dépend que de x, ce que 1’on peut encore écrire sous la forme g = go . 1l
vient (f oo™ (z,y) = (z,9(z)) pour (z,y) € (R" x RT~")N V.

Enfin, on note ¢ = Id — g o (Dof|g/) ! o 7 c’est-a-dire ¢ : (z,2) — (x,2z — g(x)), bien définie au
voisinage de 0 € F. Cette application est injective, de classe C* et
D¢p = 1d = D, f|p)-torg © (Dofler) o,

Montrons que c’est un isomorphisme: si Di(h) = 0 alors on déduit d’abord que h € Ker 7 car g y prend
ses valeurs donc

r

2
2

h =Dy f|)-1org © Dofle) " om(h) =0.
Ceci montre que Dt est inversible. En coordonnées, on obtient

I, 0
Dw - (_819 Iq—’r)

sur son ensemble de définition, donc on retrouve que D est inversible en tout point ot v est défini. Le
théoréme d’inversion globale implique que v est un difféomorphisme sur son image. On obtient ainsi
Yo fop™ =[Dof +g]—goDofler) " omo[Dof +g]=Dof +g—gom =Dof

car g prend ses valeurs dans F' = Ker w. On peut aussi conduire le calcul en coordonnées:

(o fop )z, y) =1(z,g(x)) = (,0).
Cela termine la démonstration. [ ]

I, 0
B C
DEMONSTRATION. — On note vy, ..., v, les vecteurs colonnes de A. On constate que les r premiéres
colonnes (v1,...,v,) forment une famille libre car elles sont échelonnées. Comme on a supposé que A est
de rang 7, tout autre vecteur colonne v;, r < j < n, est combinaison linéaire des r premiéres. On a donc
v; =Y 1_; AUk En regardant la kiéme ligne de A, on constate que I'on doit avoir Ay, = 0. Donc v; = 0
pour tout r < j < n. Cela signifie C = 0. [ |

Lemme 10.3. — On considére une matrice par blocs A = ( ) . Sirg A =7 alors C=0.
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10.2 Points critiques

On s’intéresse ici au cas ou f admet un point critique isolé, de différentielle seconde non dégénérée. On
note 8, (R) 'espace des matrices symétriques. On rappelle le théoréme de Gauss concernant les formes
quadratiques non dégénérées définies sur R.

Théoréme 10.4. — Si q est une forme quadratique mon dégénérée définie sur un espace vectoriel de
dimension finie, il existe un unique couple d’entiers naturels (s,t), appelé la signature de q tel que s+t =
dimE def: n, et tel qu’il existe une base dans laquelle

q(z1,...,x,) = Z x?— Z xf

1<j<s s+1<j<n

On montre une version «a géométrie variable» du résultat précédent.

Lemme de Morse. — Soit f : R® — R une application de classe C¥, k > 2 telle que f(0) = Dof =0
et telle que DEf soit inversible. Alors il existe un voisinage V de l'origine et des applications de classe

CF2 y, ...y, et 21,...,2s définies sur V telles que r +s=mn et, pour x € V, on ait
= Y - ¥ 4
1<j<r 1<j<s
DEMONSTRATION. — On considére le développement limité avec reste intégrale de f au voisinage de

l'origine. On a
1

f(z) = Jl(l — D2 f(z,z)dt = X J (1—t)D2 fdt-X.

0 0
On note

A(m)z(ru—t) Of (tx)dt) et Ay = A0).

0 axzaxj i
On utilise alors le lemme suivant.

Lemme 10.5. — Si Ay € 8,(R)NGL,(R), il existe un voisinage U de Ay dans 8, (R) et une application
infiniement différentiable v : U — M, (R) tels que ¥(Ag) =1 et, pour tout A € U,

W(A)-Ag-p(A) = A.

Du coup, si  est assez proche de lorigine, alors f(z) = % (A(z))A¢y(A(z))z. On pose ¥ (z) =
¥(A(x))z, et on obtient
f@) = 1 (@) Ao (@)

Or il existe une base P dans laquelle Ay soit diagonale avec r valeurs sur la diagonale égales &4 1 et s
égales & —1. On note J cette matrice et on pose 1 = P - ¢p1. 1l vient f(z) =t 4ho(x)Jtha(2). Si on appelle

Yi,...,Yr €6 21,..., 25 les coordonnées de 15, on obtient la forme recherchée.
Ceci établit le lemme de Morse modulo le Lemme 10.5. ]
DEMONSTRATION DU LEMME 10.5. — On considére application h : M,(R) — 8,(R) définie par

h(M) = MAEM. On calcule la différentielle a l'identité de h.
R(I+M) = T4+ M)Ag(I+M) = Ag + (MAg + AgM) +'MAM = Ag + ("MAg + AgM) + O([|M|?) .

Donc Dia(M) = ™MA + AgM. Cette application n’est pas inversible puisque dim§,,(R) < dim M, (R).
En revanche, le noyau consiste en les matrices M telles que AgM soit antisymétrique. On considére
I’espace E des matrices M telles que AgM soit symétrique. Cet espace est supplémentaire & Ker Dih, et
la restriction de Dih & E devient maintenant inversible (injective car A, est inversible et espaces source
et but de méme dimension).

Le théoréme d’inversion locale appliqué a h|g montre qu'il existe des voisinages U de Ag et V de I
et un difféomorphisme infiniment différentiable ¢ : U — V qui inverse h|g. ]
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On conclut par un dernier énoncé important. On considére une fonction f définie sur un ouvert U
de R?, a valeurs dans RY, et de classe CF.

On appelle points critiques les points en lesquels 'application différentielle de f est non surjective,
et valeurs critiques les images des points critiques. Les valeurs non critiques sont dites régulieres (qu’elles
soient des valeurs effectivement prises par f ou non). On rassemble deux résultats en un, dis a Sard et
Brown respectivement.

Théoréme 10.6 (Sard, Brown). — Soit f : U — RY de classe €%, o1, U est un ouvert de RP.
1. Si k> max(0,p — q), alors 'ensemble des valeurs critiques a une mesure de Lebesgue nulle.
2. L’ensemble des valeurs réguliéres est dense dans RY.

En revanche, I’ensemble des points critiques peut étre trés important, par exemple si p < ¢, tous les
points sont critiques, mais ’ensemble image de f sera quand méme de mesure nulle.



Université d’Aix-Marseille, 2019-2020, calcul diftérentiel 1

CHAPITRE V.— SOUS-VARIETES DE R"

On introduit dans ce chapitre des sous-ensembles particuliers d’espaces vectoriels sur lesquels on peut
développer une théorie intéressante du calcul différentiel. Ces ensembles, les sous-variétés, généralisent
les graphes de fonctions, comme nous le verrons ci-dessous.

11 Définitions

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Un sous-ensemble X C E est une sous-variété de
classe CF, k > 1, si, pour tout z € X, il existe un voisinage ouvert U de = dans E, un voisinage ouvert V
de 0 dans E, un sous-espace vectoriel fermé F C E et un difféomorphisme ¢ : U — V tels que

e '(FNV)=XnNU.

Cela signifie que X est localement un sous-espace vectoriel quitte & faire un changement de coordonnées
approprié. On dit que ¢ redresse X en un sous-espace vectoriel. Cette notion généralise celle de graphes
de fonctions, cf. 'exemple 1.

Exemple 1.— On considére dans R™, muni de la norme euclidienne, le graphe d’une fonction f : RP —
RY, p+ ¢ = n, de classe CF:
X ={(z,y) eR" xR, y = f(a)}.

L’application ¢ : RP x R? — R™ définie par (x,y) — (z, f(x) + y) est un difféomorphisme sur son image
puisque v est injective, de classe C et

Id 0

De plus, on a ®(R? x {0}) = X, donc I'inverse ¢ def- ¥~! convient (a translation preés).
Exemple 2.— La sphére unité pour la norme euclidienne
§"1 = {z € R", [lof = 1}.

Pour tout @ € S"~ !, a,, # 0, on peut considérer I'application

D (21, Tp1,Tn) = | T1,e oy Ty, Ty £

ou on choisit le méme signe que a, et qui est bien définie sur

n—1

U= < (21, ,Tp_1,Tn) € R, Zx? <1

j=1
On note f(z) =4/1 — Z;L;ll % et on calcule

(L 0
D“(b(iDaf 1)
def.

On vérifie ainsi que ® : U — V =" ®(U) est un diffeomorphisme local au voisinage de a et ®(R"~! x
{0}NU) =S""1NV. Sia, =0, alors on peut trouver une autre composante a; non nulle et procéder de
la méme maniére.

L’espace tangent en un point d’une sous-variété est un objet fondamental qui nous permettra de
développer le calcul différentiel sur les sous-variétés. Il généralise les tangentes des graphes de fonctions.

Définition 11.1 (espace tangent). — Soit X une sous-variété d’un evn E et soit x € X. Le plan
tangent T, X de X au point x est I’ensemble des vecteurs v de E tels que

1
lim — X)=0.
lim td(:z: +t0,X)=0



Université d’Aix-Marseille, 2019-2020, calcul diftérentiel 2

On rappelle que si A C E et z € A alors

def. . .
d(x.A) = ;Ielgd(x,a) = ;Ielgﬂa —z|.

Lemme 11.2. — Soit X une sous-variété. Pour tout x € X, il existe r > 0 tel que, pour tout y € B(a, ),
il existe z € X tel que d(y, z) = d(y,X).

DEMONSTRATION. — Prenons z € X. Il existe un voisinage U de x et V de 0, un sous-espace vectoriel
F ainsi qu'un difféomorphisme ¢ : U — V tels que o~/ (FNV) = XN U. Comme U est ouvert, il
existe r > 0 tel que B(x,3r) C U. Prenons maintenant y € B(z,7). On a d(y,X) < d(z,y) < r.
Prenons une suite (2,,), de X telle que lim ||y — 2, || = d(y, X). Remarquons que si z € X\ B(x, 2r), alors
ly—=2z|| >z —z| =l —yl| > 2r—r >r>d(y,X), donc (z,) appartient & B(z, 2r). Or ¢(B(x,2r) NX)
est un compact de F, donc le théoréme de Bolzano-Weierstrass nous permet d’extraire une sous-suite
(2, )k de (2,) telle que (2, ) tend vers un point p € FN'V car ¢(B(z,2r)) C V. Par continuité de ¢!,
la sous-suite (2, )x tend vers le point 2 = ¢~ 1(p) € X et ||z — y|| = lim ||z,,, — y| = d(y, X). ]

On a les descriptions suivantes de ’espace tangent en un point.

Proposition 11.3. — Soient X une sous-variété et x € X.

1. Un vecteur v € E est tangent au point x si, et seulement si, il existe une application différentiable
¢: 1 — E définie sur un intervalle contenant 0 telle que ¢(I) C X, ¢(0) = x et ¢/(0) = v.

2. Si X est donnée au voisinage de x par un difféomorphisme ¢ : V. — U, avec XNV = ¢~ Y(F), alors

T,X = (Da) H(F).

DEMONSTRATION. — On considére d’abord X donnée par un difféomorphisme ¢ : V. — U. Soit w € F
et posons ¢(t) = ¢! (tw) qui définit un chemin de X. Un développement limité a I'ordre 1 montre

e(t) = ¢~ (tw) = 2+ t(Dasp) ™ (w) + o(t)

donc
d(z + t(Dap) " (w), X) < [z + t(Dap) ~H(w) — e(t)]] = of?)
(Dayp)~

et on en déduit que ¢/(0) = (D) !(w) € T, X. Donc (Do) H(F) € T.X.
Faisons 'observation suivante. Si ¢ : I — X vérifie ¢(0) = x et ¢/(0) existe, alors D,¢(¢(0)) € F. En
effet, comme ¢(t) € X pour tout ¢, on a ¢(c(t)) € F et

Dop(¢/(0)) = (o e (0) = lim < (po () € F
t—0 t
car F est fermé (les sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont fermés).
Du coup, ¢/(0) € (D,p) (F) est tangent 4 X au point z.

Soit v un vecteur tangent & X au point x. D’aprés le lemme 11.2, il existe c(t) € X tel que
d(z+1tv,X) = ||z + tv — c(t)|| = o(t), donc ¢(t) = x + tv + o(t) ce qui signifie que ¢(0) = z et ¢/(0) existe
et vaut v. L’observation précédente implique v € (D,p)~(F). Ceci montre que (D, ¢) *(F) = T,X,
donc établit le point 2., mais aussi 1. car on a vu que tout vecteur v € (D,¢) ! (F) s’exprimait comme
le vecteur dérivé d’un chemin contenu dans X. [ |

12 Différentes présentations des sous-variétés

On donne deux nouvelles définitions équivalentes de sous-variétés. Pour cela, on introduit deux classes
de fonctions: les immersions et les submersions.

Définition 12.1 (immersion). — Une application j : U(C E) — F de classe C*, k > 1, est une
immersion en x € U si D,j € L(E,F) est injective.
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Remarque 12.2. — En dimension finie, si L € L(E,F) est injective, alors L admet un inverse a gauche,
c’est-a-dire une application linéaire L' € L(F,E) tel que I/ o L = Idg, ¢f. le lemme 10.1.

Etant donnée une application différentiable f : R? — RY, Papplication j : z (€ RP) — (z, f(z)) €

RP19 est une immersion car
. Id,
i = (1)

Proposition 12.3. — Si X est une sous-variété de E de classe C%, k > 1, et si x € X, alors il existe un
voisinage V de x une immersion j : U — E définie au voisinage de l'origine telles que

qui est bien de rang p.

XNV =j(U).

DEMONSTRATION. — On considére un voisinage W de 0 € R”, un sous-espace vectoriel fermé F C R" et
un difféomorphisme ¢ : V. — W tels que ¢~/ (FN'W) = XN V. On pose p=dimF et ¢ = n — p. Notons
Y = 1 : W — U. Quitte a faire un changement de base de R”, on peut supposer que F = R? x {0}.

On note j : F — E définie par j = |, qui est de classe C¥ car j est une restriction de 1. Comme
¥ est un diffeomorphisme local, Dt est injective, donc Dj aussi. Par construction, j(FNW) CX. =

On s’intéresse maintenant & la réciproque de cette proposition qui nous fournira une autre maniére
de définir une sous-variété.

Proposition 12.4. — Soit j : U — E(~ R") de classe €%, on U est un ouvert d'un evn G ~ RP. Si j

est une immersion en x € G, alors il existe un voisinage V de x tel que X = j(V) soit une sous-variété
de F et TJ(Z)X = Ime]

DEMONSTRATION. — Comme j est une immersion en z on a p < n. Le rang de j est constant au
voisinage de x puisque 'on peut trouver un mineur de D, j de taille p non nul. Par continuité de Dj et
du déterminant, ce mineur reste non nul au voisinage de z. Comme rgj < p, le rang ne peut augmenter.
Par conséquent, le théoréme du rang constant implique ’existence de difféomorphismes locaux ¢ et
¥, tels que p(x) =0, $(j(x)) =0 et Yo jop~! =Dy,
Notons F = ImD,j. L’application ¢ : W — W’ est un difféomorphisme sur son image et

PTHENW) = (o Def)(V) = (jop™ H(V') = (V).
Par ailleurs
Tj@)X = (D)) " (F) = Dot~ 0 D4 j(G) = Do(¢p " 0 Dj)(G) = Do(j o ") (G) = ImD,j .
| ]

Cette démonstration montre en particulier qu’une immersion est localement injective. Dans ce
contexte, on dit que j fournit un paramétrage local de X.

Remarque 12.5. — Si j : U(C RP) — X est un paramétrage local et o un redressement de X en j(0),
alors poj : U — F est différentiable, et dimF = p. Cela découle du fait que j(U) = o~ (FNW). Donc le
théoréme d’inversion locale montre que @oj est un difféomorphisme au voisinage de 0 et j = =t o (poj)
est un homéomorphisme local.

Du coup, si on a deux paramétrages ji,jo : U — X alors il existe un difféomorphisme ¢ : U — U tel
que jo oY = j1. En effet, on peut écrire

J1=jao(poja)to(pos).
Définition 12.6 (submersion). — Une application g : U(C E) — F de classe C¥, k > 1, est une

submersion en x € U si D,g € L(E,F) est surjective. On dit que g est une submersion au-dessus de
y € F si g7 ({y}) est non vide et si g est une submersion en chaque point x € g~ ({y}).
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Remarque 12.7. —

1. En dimension finie, si L € L(E,F) est surjective, alors L admet un inverse & droite, ¢’est-a-dire une
application linéaire L' € L(F,E) tel que Lo L/ = 1dp, cf. le lemme 10.1.

2. Sig: U — R, il suffit de vérifier que D,yg # 0 pour s’assurer que g est une submersion en x.

Proposition 12.8. — Si X est une sous-variété de E de classe C*, k > 1, et si x € X, alors il existe un
voisinage V de x, une submersion g : V. — R? au-dessus de l'origine telle que

XNV=gt{oHnv.
L’application g : R™ — R définie par g(x) = > a:? — 1 est une submersion au-dessus de 0 puisque
D,g= (221 ... 2zy)
et si D,g = 0 alors z = 0, mais g(0) # 0. Cela remontre que S"~! est une sous-variété.

DEMONSTRATION. — On considére un voisinage W de 0 € R", un sous-espace vectoriel fermé F C R"
et un difféSomorphisme ¢ : V. — W tels que ¢ 1(FN'W) = XN V. On note p = dimF et ¢ =n — p.
Quitte a faire un changement de base de R™, on peut supposer que F = R? x {0}. Notons 7 :
R™ — RP x R? la projection sur {0} x R?, que l'on identifie & R?, parallelement a RP x {0}. Posons
g=mop:R" = R qui est de classe C*. On vérifie que g(z) = 0 si et seulement si ¢(z) € Kerm,
soit p(z) € F. Par conséquent, on a XNV = g~ 1({0}) NV pour V assez petit. De plus, Dg = 7 o Dep.
Comme Dy est un isomorphisme et rgm = ¢, on en déduit que Dg est surjective sur V, donc g est bien
une submersion. [ |

On s’intéresse maintenant & la réciproque de cette proposition.

Proposition 12.9. — Soit g : U — G (=~ RY) de classe CF, on U est un ouvert d’un evn E ~ R". Sig
est une submersion au-dessus de y, alors X = g7 *({y}) est une sous-variété et T,X = Ker D,g pour tout
a € X.

DEMONSTRATION. — Comme ¢ est une submersion au-dessus de y, on a n > ¢q. Soit a € U tel que
g(a) = y. On remarque que rgg est constant au voisinage de a, car ce rang est maximal, donc on peut
trouver un mineur de D,g non nul de taille ¢ = dim G. Ce mineur restera non nul au voisinage de a par
continuité de Dg et du déterminant.

Par conséquent, le théoréme du rang constant implique Pexistence de difféomorphismes locaux ¢ et
P, tels que p(a) =0, P(y) =0 et Yogop " = Dyg.

Notons F = KerD,g. L’application ¢ : V — V' (C G) est un diffeomorphisme et ¢~} (FNV’) =
g~ ({y}) NV puisque si = € VX, alors Dag(p(x) = (o g0 v~ 1)(p(x)) = 1(y) = 0, donc p(x) € F, et
l'on a

pogop {(FNV) =Dug(FNV')=0=1(y).

De plus, on a g = ¢! 0 D,g o ¢ donc

KerD,g = Ker Da(¢—1 oDugoyw)=Ker(DsgoDyp) = (Dago)_l(Ker D.g) = (Daap)_l(F) .

Notion de dimension. — On remarque que si X est connexe, alors tous les sous-espaces F qui redressent
X ont méme dimension. Du coup, on définit la dimension de X comme la dimension de ces sous-espaces
F. Si X est présentée par une immersion j : U(C R?) — X, alors dim X = p et si X est présentée par
une submersion g : R™ — R? au-dessus d’un point, alors dimX = n — ¢. On dit aussi que X est de
codimension q.

On illustre ces notions en dimension 3. Posons donc E = R3.

1. Une sous-variété de dimension 0 est un ensemble localement fini de points.
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2. Une sous-variété de dimension 1 est une courbe. Elle peut étre donnée par une immersion j : I(C
R) — E, c’est-a-dire telle que j'(t) # 0; on peut aussi considérer une submersion g : R® — R2,
ce qui signifie que les différentielles D, g1 et D,go des fonctions coordonnées de g sont linéairement
indépendantes.

3. Une sous-variété de dimension 2 est une surface. Elle peut étre donnée par une immersion j : U (C
R?) — E, c’est-a-dire telle que les dérivées partielles ;j et 025 sont linéairement indépendantes; on
peut aussi considérer une submersion ¢ : R® — R, ce qui signifie que Dg # 0.

4. Une sous-variété de dimension 3 est un ouvert de R3.

Proposition 12.10. — Si X; et Xy sont des surfaces de R3 et si, pour tout x € X; N Xy, les plans
tangents T, Xy et T,Xy sont différents, alors X1 N Xy est une courbe et Tp(X; NXg) = T, X; NT,Xs.

DEMONSTRATION. — Soit x € X; N Xy et supposons que X; soit définie au voisinage de x par une
submersion ¢g; : Vi — R au-dessus de 0 et X5 par une submersion g5 : Vo — R au-dessus de 0. On note
V =V; NV, et on considére g : V — R? définie par g(y) = (91(y), 92(y)). On a g(y) = 0 si et seulement
si g1(y) = g2(y) = 0 donc si et seulement si y € (X3 N X)) NV. Par ailleurs, Dg; et Dgy sont des formes
linéairement indépendantes puisque les plans tangents sont distincts: si ADyg; + pDyg2 = 0, alors, en
prenant un élément v € T, X5 \ T;X;, on obtient AD,g:1(v) = 0 donc A = 0; de méme p = 0. Donc g est
une submersion et X; N X définit une courbe.

De plus Ker Dg = Ker Dg; N Ker Dgs. ]

13 Applications différentiables

Soit X C E une sous-variété de classe C*, on souhaite définir la différentiabilité de f : X — F et sa
différentielle en un point z € X qui sera une application linéaire D, f € L(T,X,F). Nous proposons
différentes suggestions selon la maniére dont est présentée X, et nous montrerons qu’elles sont toutes
équivalentes.

Soient z € X, V un voisinage ouvert de z dans E et f: (VN X) — R™ une application.

1. On dira que f est différentiable en z si f admet un prolongement f:V — R différentiable en z.
Qn notera D, f = D, f|r,x. On dira que f est de classe €™ sur XNV, 1 < m < k, si on peut choisir
f de classe C™ sur V.

2. Si X est donnée par un difféSomorphisme local ¢ : V — U tel que ¢(z) = 0 et XNV = ¢~ 1(F), alors on
dira que f est différentiable en x si fop™!|f est différentiable en x. On notera D, f = Do(fop~1)oD,¢
sur T, X. On dira que f est de classe €™ sur V, 1 <m < k, si f oo !|p est de classe €¥ sur UNF.

3. Si X est donnée par un paramétrage local j : U(C RP) — X NV, c’est-a-dire une immersion telle
que j(0) = z, alors on dira que f est différentiable en x si f o j est différentiable en 0. On notera
D.f =Do(foj)o(Dgj)~t. On dira que f est de classe C™ sur V, 1 < m < k, si f o j est de classe
C™ sur U.

La derniére définition a besoin d’un peu d’explication: la différentielle Dgj € L(R?, E) est injective et son
image est T,X. Par conséquent, Dgj € GL(R?, T, X), donc (Dgj)~! désigne l'inverse (D7)t : T, X —
RP.

Théoréme 13.1. — Toutes ces définitions sont équivalentes, et la différentielle ne dépend pas des dif-
férents choiz.

DEMONSTRATION. — Soit f un prolongement différentiable sur V et prenons v € T, X. Il existe un
chemin ¢ : I — X tel que ¢(0) = z et ¢/(0) = v. L’application f o c est donc différentiable et

D, f(v) = Do(f o ¢) = lim ~(f(c(t)) — f())

t—0 t

car ¢(I) € X et donc fo ¢ = foc. Donc la différentiabilité de f en z ne dépend pas du prolongement f,
ni D, f.
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Prenons maintenant un difféomorphisme ¢ : V — U. Si f est différentiable, alors f o @~ " est aussi

différentiable en 0 et B
Do(f o™

1) = Da:fo (Dw@)_l :
Si on se restreint a F, alors fo@ ™t = fop L et (Dyp)~?

(F) = T,X, donc
Do(fop™")oDyplr,x = Dyflr,x =D.f.

Réciproquement, supposons f o o~ 1 différentiable. Notons 7 : R® — R" la projection orthogonale
sur F et posons f = (f oy~ 1) omop. Il s’agit donc de la composée d’applications différentiables. Du
coup

D,f=Do(fop ")omoDyp
donc R
Do f|r,x =Do(f oy ") omoDyplr,x =Do(f o) o Deiplr, x

car D, p(T,X) =F et n|lp = 1d. 3 B .
Enfin, si j est une immersion, alors f o j est différentiable et Do(f o j) = D, f o Dgj. Comme
Dyj : RP — T, X est un isomorphisme, on obtient

D, flr,x = Do(f ©4) o (Doj) 7. -

Si (foj) est différentiable alors on peut construire une extension f comme pour les redressements puisque
7 est la restriction de l'inverse d’un redressement sur F. ]

Il existe plusieurs difficultés pour donner du sens aux différentielles d’ordre supérieur, notamment &
cause des propriétés de composition. La différentielle de f en x est une application D, f € £(T,X,R"),
donc on devrait avoir D2 f € £2(T,X,R™). Pour donner du sens a cette application bilinéaire, on devrait
vérifier son invariance par difféomorphisme de sorte qu’elle ne dépende pas du paramétrage local, c’est-
a-dire on souhaiterait

D2 (f 0 ¢)(v,w) = D}, f(Dap(v), Dagp(w)) -
Or Dy (f 0 ¢)(w) = Dy(z)f © Dap(w) et si on différentie & nouveau, on obtient
Di(f © (,D)(U, w) = Di(m)f(Dz‘p(U>7 Dw(:D(w)) + D@(x)f o Di@(vv w)

donc la propriété d’invariance n’est pas préservée. Elle le serait si D, (,)f = 0. Nous verrons au paragraphe
suivant que cela suffit pour les points critiques.
14 Extrema liés

On se propose d’étudier les extrema de fonctions différentiables f : X — R. Par un paramétrage local,
on peut se ramener au cas standard, cf. la proposition 3.12 et le corollaire 5.11. Nous déclinons cette
approche lorsque X est donnée par une submersion.

14.1 Calcul a l'ordre 1

On adapte la proposition 3.12 aux sous-variétés.

Théoréme 14.1 (extrema liés). — Soient X C R™ une sous-variété de dimension p donnée par une
submersion X = (g = 0) et f : X — R une application différentiable; notons ¢ =n —p. Si un point x est
un extremum local alors, pour toute extension f de f, il existe des scalaires A1, ....\q tels que

q
Dof = AiDzg;
j=1

ot les g; désignent les fonctions composantes de g. Une fois l’extension f fizée, les scalaires A1, .. g
sont uniques et sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.
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DEMONSTRATION. — Décrivons X au voisinage de = par une immersion j : U — X. Dire que = est
un extremum local de f revient a dire que 0 est un extremum local de f o j, donc un point critique:
Do(f oj) =0. Soit f une extension différentiable de f au voisinage de z. On a

Do(f ©j) = Daf 0 Dpj =0
donc R
T,X =Doj(RP) C KerD, f.

Or T;X = KerD,g = NKer D, g;, donc NKerD,g; C Ker Dmf. Le lemme 14.2 ci-dessous d’algébre

linéaire permet de conclure. u

Lemme 14.2. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie et fi,...,f, € E* linéairement in-
dépendantes. Alors (f1,..., fp) est une base du sous-espace P = {L € E*, NKer f; C KerL}.

Pour ce lemme, on rappelle que si B = (eq,...,e,) est une base d’un espace vectoriel réel E, alors
son dual E* admet comme base la famille de formes linéaires B* = (ef,...,e},) ot chaque e} : E — R est
définie par

. ] 0 sii#j
ef(e’)_{ 1 sii=j.

Si F C E est un sous-espace de E, son orthogonal F° C E* est le sous-espace
F° = {L € E* telle que L(z) = 0 pour tout = € F}.

Nous aurons recours au lemme suivant:

Lemme 14.3. — Avec ces notations, on a dimF + dimF° = dim E.

DEMONSTRATION. — Prenons une base (e1,...,¢ep,) de F que I'on compléte en une base B = (eq,...,ey)

de E. Notons B* sa base duale. Le lemme sera établi si on montre que F° est engendré par (e; 1, ..,e;,).
Prenons L € E*. On écrit L = ) aje}. Si L € F°, alors on a L(e;) = 0 pour tout i € {1,...,p}. Par

conséquent, L(e;) =a; =0 et donc L = Z?:m-l ajej. Ceci montre F° C vec(ep,q,...,e;).
Réciproquement, si L € vec(e),1,...,e,), alors L(e;) = 0 pour tout 7 € {1,...,p}, donc L(x) = 0

pour tout z € F. Ceci montre l'inclusion inverse et conclut la démonstration du lemme. [ ]

DEMONSTRATION DU LEMME 14.2. — On définit f : E — RP par f(z) = (fi(z),..., fp(x)). On a

p =rg(f1,...,fp) = dimIm f et Ker f = NKer f;, donc dimNKer f; = dimE — p. Par définition P est
lorthogonal de Ker f donc dimP = dimE — dimKer f = p. Comme les (f;) sont indépendants et dans
P, c’est une base. [ ]

Corollaire 14.4. — Soient X une sous-variété, f : X — R une application de classe C¥, k> 1, et x € X
un point. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. Si f est un prolongement différentiable de f, T,X C KerD,f.

2. Si X est donnée par un redressement o sur un sous-espace F, F C Ker Do(f o o™ 1).
3. 51 X est donnée par une submersion g au-dessus de 0, Dmf => A;DagjlT.x.

4. Si X est donnée par une immersion, Do(f o 7) = 0.

Définition 14.5 (point critique). — Soient X une sous-variété et f : X — R une application de classe
CF, k> 1. Un point x € X est un point critique de f si les conditions du corollaire 14.4 sont vérifiées.

DEMONSTRATION. — L’essence du théoréme des extrema liés est d’établir les implications 4. implique
1. implique 3.. Si 3. est vérifié, alors

T,X = KerD,g = NKer D, g; C Ker D, f

impliquant ainsi 1. Comme T,X = ImDgj, 1. implique aussi Do(f o j) = Dxfo Dgj = 0, c’est-a-dire 4..
Enfin, I’équivalence avec 2. se déduit facilement du fait que j est la restriction de l'inverse d’un
redressement sur F. ]
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Enfin, on a le corollaire suivant:

Corollaire 14.6. — Soient X une variété de classe Clet f: X =R de classe CL. Six € X est un point
critique, alors il existe un prolongement f de classe @' au voisinage de x tel que D, f = 0.

DEMONSTRATION. — Soit f un prolongement et notons Ai,..., A\, les multiplicateurs de Lagrange
associés & f en x. Posons f = f — ) \;g; et remarquons que cela définit un autre prolongement de f qui
vérifie D, f = 0 par le théoréme des extrema liés. [ |

Application au calcul de la distance 4 une droite. — On se place dans R? que I’on munit de la
distance euclidienne. On se donne une droite D d’équation ax + by + ¢ = 0 avec (a, b) # (0,0) et un point
p = (0,Y0) et on s’intéresse a dist(p, D) = inf{|lp — m|l2, m € D}. On a

_azo +byo + ¢

Pour montrer cela, on définit g(x,y) = ax + by + ¢ de sorte que D = ¢g~!(0). Montrons que g
est une submersion au-dessus de 0. On a Dg = (a b), donc Dg est surjective en tout point puisque
(a,b) # (0,0). Par conséquent D est bien une sous-variété définie par une submersion. Posons maintenant
f(z,y) = (x—x0)*+(y—yo)*. On cherche un minimum absolu de f sur D. Ona D, ) f = 2(x—z0, y—Yo)-
D’apres le théoréme des extrema liés, pour tout extremum local m = (x,y) € D, il existe A € R tel que
D,.f = AD,,g. Autrement dit, nous devons résoudre le systéme d’inconnues z,y, A suivant:

dist(p, D)

2x—x9) = Aa -
2(y —yo) = Ab  d’oulon tire { v B o i iZ//QQ
az+by+c = 0 vy = %
Du coup, on arrive a
a® +b? axg+ byg + ¢
ax0+by0+0+ )\:O et )\:_2@27—'—[)2

Nous avons donc un seul extremum local, qui doit étre le minimum que 1’on recherche. Il vient

axg + byg + ¢ 2 9 axg + byg + ¢ 2b2_(aaco+by0—|—c)2
a? + b2 a? + b? N a? + b?

f(ﬂmy):(

donc

d D) — (axo+by0+c)2 o |a$0+byo +C‘
(p.D) = A+ Jair

Application a la diagonalisation des matrices symétriques. — On munit R™ de la norme eucli-
dienne et on considére la sous-variété

sl = (reR, Y2 = 1)

qui est compacte. On note g(x) = Zx? — 1. Prenons A € M, (R) une matrice symétrique et posons
f:S"~1 — R définie par f(z) = (Az,z).

Un point a € S*~ ! est critique s’il vérifie les conclusions du théoréme des extrema liés, donc s’il
existe A € R tel que D, f = AD,g. Or D,g(h) = 2(a, h) et

fla+h) = f(a)+ (Aa,h) + (Ah,a) + f(h) = f(a) + 2(Aa,h) + o(h)

donc D, f(h) = 2(Aa, h). On obtient ainsi (Aa, h) = Aa, h) pour tout h € R", soit (Aa — Aa,h) = 0. En
prenant h = Aa — Aa, on trouve finalement Aa = Aa et

f(a) = (Aa,a) = XMa,a) = X

car a € S*1L.
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Les vecteurs propres unitaires de A sont donc les points critiques de f et leurs valeurs propres sont
données par la valeur de f.

Supposons maintenant que F est un sous-espace vectoriel invariant par A (A(F) C F) et que a est un
point critique de la restriction de f sur FNS™~!, alors a est aussi un point critique pour la restriction de
f sur S"~1. En effet, on peut trouver une famille orthonormale ey, ..., ey tels que x € F si et seulement
si (x,e;) = 0 pour tout j. Du coup, si a est critique alors

(Aa,h) = XMa,h) + > pjlej, h)

1<j<k

pour tout A € R". Or, comme a € F, on a aussi Aa € F, donc, en prenant h = e; pour chaque j, on
trouve p; = 0 et (Aa, h) = X\ a, h), établissant ainsi que a est aussi critique sur S"~1.

Comme la sphére est compacte, f atteint son maximum en un point a, ce qui montre ’existence
d’une valeur propre. Supposons que l'on ait construit par réeurrence une famille orthonormée ey, ..., eg
de vecteurs propres. Notons Fj l'orthogonal de ces vecteurs. Comme A est symétrique, on a bien
A(Fy) C F}, donc un maximum de f sur S?~! N Fy, sera un vecteur propre de A et on pourra procéder
par récurrence pour montrer que A admet une base orthonormée de vecteurs propres.

14.2 Hessienne aux points critiques

Nous avons vu précédemment qu’il n’était en général pas possible de donner du sens a la différentielle
seconde d’une application f définie sur une sous-variété. On montre que ’on peut définir proprement la
hessienne Hf(a) en un point critique, ce qui nous permettra d’étendre le corollaire 5.11.

On suppose que X est au moins de classe €2, f : X — R est aussi de classe au moins €2 et z un
point critique de f. Comme d’habitude, ¢, g et j désigneront respectivement un redressement local de
X, une submersion au-dessus de 0 et une immersion. De méme, on note f un prolongement €2 de f au
voisinage de x.

Proposition 14.7. — Soit ¢ : 1 — X un chemin de classe C? tel que ¢(0) = x; notons v = d(0) € T, X.
On a

(f ©0)"(0) = D(f 0 9~ ")(Dap(v), Datp(v)) = Di(f © /) ((Doj) ™} (v), (Doj) ™ (v))

et
o«
(foo)(0)= | D2f = > \Dg; | (v,v),
j=1
ol A1, ..., Ay sont les multiplicateurs de Lagrange associés au prolongement f
DEMONSTRATION. — On écrit f oc= f oc de sorte que (f o¢) () = De) f(E(t)) et

(f©¢)"(0) = D2 f(v,v) + Dy f(c"(0)).
Or, on a aussi
Y Ailgiea)t)=0
donc en différentiant deux fois, on obtient
D ADegi (1) =0
puis
Z A\D2g;(v,v) + Z A;Dgg(c"(0)) =0.
En retranchant cette quantité a (f o ¢””)(0), on obtient par le théoréme des extrema liés

(f20)"(0) = Dif(v,0) = > A\jDig;(v,0).

Comme

D) f(¢/(t)) = Dy(eqen (f 0 7 1) 0 Doyl ()
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on obtient aussi

(fo)'(0) = Di(fo ¢~ 1) (Dow(v), Dop(v)) + Do(f o p™!) o D2p(v,v)
= DI(foe )(Dap(v),Dap(v))

car x est un point critique. _ ~
Comme v € T, X, on a Dy¢(v) = (Doj) "1 (v) et foyptr = foj. Ceci montre

D5 (f 0 0™ (Dap(v), Dup(v)) = D3 (f © )((Doj) ™ (v), (Do)~ (v)) -

On remarque que (f o ¢)”(0) = Dif(v, v) ol ]?est donné par le corollaire 14.6.

Définition 14.8 (hessienne en un point critique). — Si X est de classe C% et f : X — R aussi
avec point critique x, on définit la hessienne de f en x comme la forme bilinéaire symetmque Hy(x) :
T,X x T;X — R définie par Hy(x)(v, w) = D2f( w), ou F est un prolongement tel que Dy f = 0.

La proposition précédente montre que la hessienne est bien définie et elle donne plusieurs formules
pour calculer Hy(x)(v,v). Le corollaire 5.11 appliqué a f o j implique

Corollaire 14.9 (extrema locaux). — Soit f : X — R une application deuz fois différentiables. Si
a est un mazimum local (resp. un minimum local) alors Do f = 0 et Hy(a) est négative (resp. positive).
Réciproquement, si Do f =0 et Hy(a) est définie positive (resp. définie négative) alors a est un minimum
local strict (resp. mazimum local strict).



