CRITERE DE V.MARKOVIC POUR LA CONJECTURE DE CANNON

PETER HAISSINSKY

L’objet de cet exposé est d’établir le critere suivant de V. Markovic [Mar]:

Théoréme (Markovic).— Soit G un groupe hyperbolique de bord homéomorphe a S?; si
G admet une action cellulaire et géométrique sur un compleze cubique CAT(0) alors G est
virtuellement conjugué a l'action d’un réseau uniforme de PSLy(C).

On en déduit [CC]:

Corollaire.— Soit G un groupe hyperbolique de bord homéomorphe a S?; si G admet une
action cellulaire et géométrique sur un complexe cubique CAT(0) et si son action sur son bord
est fidele et préserve l'orientation alors G est conjugué a l'action d’un réseau uniforme de

PSL,(C).

Groupes kleinéens convexe-cocompacts et idée de la démonstration. On rappelle
quelques notions liées aux groupes kleinéens. Voir [Sul, Thu].

Un groupe kleinéen G est un sous-groupe discret de PSLy(C). Il opere sur H® par isométries
et sur C par homographies. La sphere admet une décomposition en deux sous-ensembles
totalement invariants: I’ensemble limite Ag, lieu des points d’accumulation de n’importe quelle
orbite, et 'ensemble de discontinuité €2, ouvert maximal de C ou l'action de G est proprement
discontinue.

En identifiant C avec le bord & infini de H?, le groupe G préserve l'enveloppe convexe
env(Ag) de Ag. On dit que G est convexe-cocompact si 'action de G sur env(Ag) est cocom-
pacte. Du coup, G est hyperbolique au sens de Gromov.

Lorsqu’un groupe kleinéen est sans torsion, on peut lui associer sa variété kleinéenne
Mg = (HUQg)/G.

Le groupe G est convexe-cocompact si et seulement si Mg est compacte. Une telle variété est
donc compacte, orientable et de groupe fondamental hyperbolique.

Soit M une variété compacte, orientable, de dimension trois. Une surface S est proprement
plongée dans M si S est compacte et orientable et si, ou bien S N IM = 95, ou bien §
est contenue dans OM. Une surface proprement plongée S dans M est incompressible si
S n’est pas homéomorphe & S? et si 'inclusion ¢ : S — M induit un morphisme injectif
ix 1 m(S,x) = m (M, x). Enfin, on dit que M est une variété hakenienne (ou de Haken) si M
contient une surface imcompressible.

Thurston montre le théoréme d’uniformisation suivant.

Théoréme d’uniformisation (Thurston).— Une variété compacte, irréductible, orientable,
hakenienne, de dimension trois et de groupe fondamental hyperbolique au sens de Gromov est
homéomorphe a la variété kleinéenne d’un groupe kleinéen convexe-cocompact.
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Lorsqu’une variété M est hakenienne, elle admet une hiérarchie: apres avoir découpé M le
long d’une surface incompressible, on obtient une ou deux variétés hakenienne que 'on peut
continuer a découper inductivement. Le processus s’arréte en temps fini et on obtient a la fin
une collection finie de boules. La démonstration de Thurston consiste a refabriquer M a partir
de ces boules et de montrer qu’a chaque étape, il obtient la variété kleinéenne d’une groupe
kleinéen convexe-cocompact. La démonstration que nous proposons suit le méme chemin.
Sachant que G admet une action spéciale sur un complexe cubique, il admet une hiérarchie
quasiconvexe. L’idée est alors de fabriquer une variété hakenienne orientable de dimension 3
de groupe fondamental isomorphe a G en partant de boules. Le théoreme d’uniformisation
montrera qu’a chaque étape, on obtient la variété kleinéenne d’une groupe kleinéen convexe-
cocompact.

Certains résultats sont tirés de [Hal], ou des caractérisations des groupes kleinéens convexe-
cocompacts sont proposées.

Notations. Si X est un espace hyperbolique, on notera X son bord a I'infini. Soit Y C X
on écrira Ay pour désigner la trace de sa fermeture dans 0.X. Si X est géodésique, on dira
que Y est quasiconvexe s’il existe une constante K telle que, pour toute paire de points dans
Y U Ay, toute géodésique qui les relie est dans un K-voisinage de Y.

Une collection (K, ), de sous-ensembles d'un espace métrique est évanescentes’il n’y a qu’au
plus un nombre fini d’éléments de la collection de diametre au moins ¢ pour tout d > 0.

Plan des notes. On commence par rappeler quelques propriétés des actions spéciales de
groupes hyperboliques dont nous aurons besoin; on rappelle aussi et on établit quelques
propriétés générales des actions de convergence. Ensuite, on donne une démonstration du
théoreme principal en dimension 1 (groupes de bord le cercle). Le paragraphe 3 traite des
groupes qui operent sur la sphére S?: on démontre le théoréme en utilisant la stratégie de
Thurston. Au paragraphe 4, on explique la stratégie de Markovic, founissant ainsi une sec-
onde preuve.

Remerciements. Pour la préparation de cet exposé, j’ai bénéficié & un moment ou a un autre
des lumieres de Michel Boileau, Frédéric Haglund, Cyril Lecuire, Luisa Paoluzzi et Hamish
Short. Je les remercie de tout coeur! Cela m’a permis d’éviter un certain nombre d’erreurs
grossieres, celles qui subsistent étant évidemment de ma seule responsabilité !

1. PREREQUIS
On rappelle quelques résultats nécessaires a la démonstratrion du théoreme principal portant
sur les complexes cubiques CAT(0) et sur les groupes de convergence.
On rappelle tout d’abord qu’un groupe opere géométriqguement sur un espace métrique si

I’action est proprement discontinue, cocompacte et par isométries.

1.1. Complexes cubiques et groupes hyperboliques. On rappelle les résultats qui ont
trait aux complexes cubiques CAT(0) qui nous seront utiles.

On dira quun groupe G est cubulé ou opére sur un complexe cubique CAT(0) s'il opere
cellulairement et géométriquement sur un complexe cubique CAT(0).

Théoréme 1.1 (Cubulation, [BW]). Soient G un groupe hyperbolique non élémentaire et H
une collection de sous-groupes quasiconvezes tels que, pour tous x,y € OG distincts, il existe



Conjecture de Cannon et complexes cubiques 3

H € H tel que Ay sépare {x,y}. Alors il existe Hy,...,H, € H et un complexe cubique
CAT(0) X tels que

(1) le groupe G opére géométriquement sur X ;
(2) pour tout hyperplan Y de X, il existe g € G et 1 < j < n tels que gH;g~" soit un
sous-groupe d’indice fini dans stabY .

Théoréeme 1.2 (sous-groupe quasiconvexe [Hag]). Soit G un groupe hyperbolique non élémentaire
opérant géométriquement sur un complexe cubique CAT(0) X. Un sous-groupe H de G est
quasiconveze si et seulement st son action sur X est convexre-cocompact, c’est-a-dire qu il existe
un sous-compleze convere Z C X invariant par l'action de H avec Z/H compact.

On note QVH la plus petite classe de groupes qui contient le groupe trivial {e} et qui est
stable par les opérations suivantes:

(1) si G = Axc B, avec A, B € QVH et C < G quasiconvexe, alors G € QVH;
(2) si G = Axc, avec A € QVH et C < G quasiconvexe, alors G € QVH;
(3) si A< G, A€ QVH est d’'indice fini dans G alors G € QVH.

Les éléments de QVH sont dit admettre une hiérarchie virtuelle quasiconvexe. On parlera
de hiérarchie quasiconvere pour la sous-classe contenant toujours le groupe trivial et stable
par les deux premieres opérations. Une hiérarchie quasiconvexe d’un groupe hyperbolique G
sera donc la donnée d'un arbre fini enraciné et étiqueté tel que les feuilles sont étiquetées
par le groupe trivial {e} et les autres sommets sont étiquetés par une paire de sous-groupes
quasiconvexes (Cy, H) de G, avec Cy < H et ou H se scinde au-dessus de Cy en produit
amalgamé Ay xc,, By ou en extension HNN Ap*c,,. Dans le premier cas, H a deux enfants
dont chaque sommet contient Ay et By dans son étiquette; dans le second cas, H n’a qu’un
seul enfant dont I’étiquette contient Ay.

Théoréme 1.3 (action virtuellement spéciale [Wis, Ago, HaW]). Soit G un groupe hyper-
bolique non-élémentaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) le groupe G opére géométriquement sur un complexe cubique CAT(0);
(2) le groupe G admet une action virtuellement spéciale et géométrique sur un complexe
cubique CAT(0);

(3) le groupe G admet une hiérarchie virtuelle quasiconveze.

Dans ce cas, les sous-groupes quasiconvexes de G sont séparables et il existe un sous-groupe
d’indice fini G' qui admet une hiérarchie quasiconvexe au-dessus des stabilisateurs d’hyperplans.

On montre un petit lemme explicitant les scindements obtenus dans le théoreme 1.3.

Si Y est un hyperplan de X, on note N(Y) C X le sous-complexe de X engendré par les
cubes qui intersectent Y et ON(Y) les cubes de N(Y') qui sont disjoints de Y. On définit aussi
le sous-complexe

X\\Y =X\ (N(Y)\ON(Y)).
Ce sous-complexe X'\\Y admet deux composantes connexes, qui sont convexes et qui forment
deux demi-espaces combinatoires. Voir [Hag] pour plus de détails. On dit que Y est essentiel
si aucun des deux demi-espaces n’est contenu dans un R-voisinage de N(Y) pour n’importe
quel R > 0.

Lemme 1.4. Supposons que G opére spécialement sur un compleze cubique CAT(0). SiY est
un hyperplan essentiel et C' = stab(Y'), alors G se scinde au-dessus de C. Les sous-groupes
de sommet opérent sur un sous-complexe CAT(0).
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DEMONSTRATION. Soit Y C X un hyperplan essentiel de X. Posons J = Ugegg(Y). On
définit un graphe 7' comme suit: les sommets sont les composantes connexes de X \ ) et
deux sommets forment une aréte s’ils sont séparés par exactement un hyperplan g(Y’) pour
un certain ¢ € G. Comme 'action de GG est spéciale, on en déduit que 7' est un arbre et que
I'action de G sur T est simpliciale, minimale et sans inversion d’arétes, c¢f. [HaW]. Si on note
C' le stabilisateur de Y, alors on vient de montrer que GG est ou bien un produit amalgamé
G = Axc B ou une extension HNN G = Ax¢, ou A et B stabilisent des composantes de X \ ).
Plus précisément, prenons un sommet v de X; pour tout hyperplan g(Y’), on note Zyy la
composante de X'\\g(Y) qui contient v. L’intersection Z = NZyy) est un sous-complexe
convexe sur lequel opere le stabilisateur H de la composante de X \ ) qui contient v. Si
on note p : X — X/G la projection canonique, alors p(Z) s’identifie & Z/H, donc Z/H est
compact et 'action de H est convexe-cocompacte. [ |

1.2. Groupes de convergence. Un groupe de convergence est un groupe G d’homéomorphismes
d’un compact métrisable Z dont I’action diagonale sur les triplets de points distincts est pro-
prement discontinue. Un groupe de convergence est caractérisé par la propriété suivante: si
(gn) est une suite d’éléments distincts, il existe a,b € Z et une sous-suite (ny)y tels que (g, )«
tend uniformément sur les compacts de Z \ {b} vers {a}. On dit que I'action est uniforme si
elle est aussi cocompacte sur les triplets de points. Voir [Bow?2].

L’ensemble de discontinuité g d’un groupe de convergence G est 'ouvert maximal sur
lequel I'action de G est proprement discontinue. Le complémentaire est ’ensemble limite Ag.

B. Bowditch montre que la notion de convergence uniforme caractérise ’hyperbolicité au
sens de M. Gromov [Bowl, Bow2].

Théoreme 1.5. Si GG est un groupe de convergence uniforme opérant sur un espace métrisable
compact parfait Z, alors G est hyperbolique et il existe un homéomorphisme équivariant entre
son bord et Z. De plus, un sous-groupe H de G est quasiconvexe si et seulement si Ay est
constitué de deux points ou moins, ou si son action sur Ay est uniforme.

En particulier, ’action est uniforme sur Ag si et seulement si G est hyperbolique et son
bord est homéomorphe & Ag par une conjugaison [Bowl]|. On a de plus.

Corollaire 1.6. Si G est un groupe de convergence uniforme sur Z alors

(1) le groupe G est de présentation finie;

(2) le groupe G se scinde en un produit au-dessus de groupes finis de groupes ayant au plus
un bout [Dun];

(3) chaque composante connexe de Z non triviale est connexe, localement connexe et sans
point de coupure [Swa).

On en déduit tout de suite la structure des bords planaires des groupes hyperboliques:

Proposition 1.7. Soit G un groupe de convergence uniforme sur un continuum planaire Z.
Alors Z est ou bien toute la sphére, ou bien homéomorphe a un tapis dégénéré, c’est-a-dire
un compact du plan, connexe, localement connexe, et dont les composantes du complémentaire
sont des domaines de Jordan.

DEMONSTRATION. Supposons que Z n’est pas homéomorphe & la spheére et que Z est déja
plongé dans le plan. Comme Z est connexe, les composantes du complémentaire sont sim-
plement connexes et comme Z est aussi localement connexe, c’est aussi le cas des bords des
composantes de son complémentaire [Why2, Thm VI.2.2]. Soit Q I'une de ces composantes.
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Prenons une représentation conforme A : D — €. Comme 0f2 est un compact localement con-
nexe, le théoreme de Carathéodory implique que h admet un prolongement continu et surjectif
h:D — Q. Si Q n'est pas un domaine de Jordan, alors on peut trouver deux rayons de D
dont I'image par h est une courbe de Jordan qui sépare 02, donc Z, ce qui contredit que Z
n’a pas de point de coupure. [ |

On passe maintenant a une caractérisation dynamique des sous-groupes quasiconvexes.

Proposition 1.8. Soient G un groupe hyperbolique non élémentaire et P une famille G-
invariante et évanescente de compacts non triviaur de 0G. Alors

(a) Uensemble P/G est fini;
(b) pour chaque K € P, le stabilisateur G de K est quasiconveze, d’ensemble limite K .

DEMONSTRATION. On se fixe une métrique visuelle sur G, et soit m > 0 telle que chaque
triplet de points distincts de OG puisse étre m-séparé par un élément de G. Etant donné
0 > 0, on note Ps le sous-ensemble des éléments K de P tels que diam K > §; cet ensemble
est fini puisque P est évanescente, et non vide si § < m.

Pour tout K € P, on peut trouver deux points z1,x2 € K et g € G tels que {g(z1), g(x2)}
est m-séparé: ceci implique que g(K) € P,,, donc P est composée d’un nombre fini d’orbites.

On se fixe K € P et on suppose d’abord que K contient au moins trois points. On énumere
Pn NG(K) = {Ky,...,Kyn}. Pour chaque j € {1,..., N}, on peut trouver g; € G tel que
g;j(K;) = K. Comme P,,NG(K) est fini et les {gj_l, j =1,..., N} sont uniformément continus,
il existe m’ €]0, m[ telle que, pour tout j € {1,..., N} et tous =,y € K; avec d(z,y) > m,
on ait d(g;(z),g;(y)) > m'. Comme Gk est un sous-groupe de G, son action sur les triplets
de K est automatiquement proprement discontinue. Montrons qu’elle est aussi cocompacte.
Soient w1, x9,x3 € K et prenons g € G tel que {g(x1), g(z2), g(x3)} est m-séparé. Il s’ensuit

que g(K) = K; pour un certain j, donc (g;09) € Gk et {(g;09)(z1), (gj09)(x2), (gj09)(w3)}
est m/-séparé.

Si K n’a que deux points z, y, alors il suffit de montrer que leur stabilisateur est infini: ceci
montrera que Gk a deux bouts, et est donc quasiconvexe dans GG. Choisissons une suite (z,,)
qui s’accumule sur x. Comme ci-dessus, on peut trouver une infinité d’éléments g, € G tels
que g,{x, T,,y} est m-séparé; le méme argument que ci-dessus établit que G est infini. Ceci
montre (b). |

On conclut ce paragraphe par la démontratrion d’'un résultat de rigidité [Bow2, Prop. 5.5].

Proposition 1.9. Soient G, H deux groupes de convergence isomorphes (par p : G — H)
opérant sur X, Y tels que leur action sur leur ensemble limite est uniforme et cocompacte sur
leur ensemble de discontinuité. On suppose qu’il existe une fonction f : X — 'Y telle que:

(1) foG=Hof,
(2) f: Qg — Qg est un homéomorphisme et
(3) f:Ag — Ay est un homéomorphisme

alors f : X =Y est un homéomorphisme.

DEMONSTRATION. Comme f : X — Y est une bijection entre compacts, il suffit de montrer
que f est continue. Pour cela, on consideére une suite de (z,), de Qg qui tend vers x € Ag et
on veut montrer que (f(x,)), tend vers f(x).
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Soit K C )¢ un compact dont l'orbite recouvre Qg. On peut alors trouver (a,), dans K
t (gn)n de G tels que x,, = g,(a,). Notons b, = f(a,) et h, = p(gn).

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que (g, ), tend vers un point a € Ag et
(hn)n tend vers un point b € Ag. Or f: Ag — Ay étant une conjugaison, on obtient b = f(a),
et par convergence, (g,(a,)), tend vers a et (h,(b,)), tend vers f(a).

Par conséquent, comme f(z,) = f(gn(an)) = hn(bn), on en déduit d’une part que (x,,) tend
vers a = x et (f(z,)), tend vers b = f(a) = f(z), ce qui établit la continuité de f. ]

2. ECHAUFFEMENT: GROUPES DE CONVERGENCE UNIFORMES SUR LE CERCLE

On conmence par établir un cas particulier du théoreme de classification des actions de
convergence de Casson-Jungreis, Gabai et Tukia [CJ, Gab, Tuk]. On dit qu'un groupe de
convergence G est conjugué a un groupe fuchsien s’il existe un homéomorphisme ¢ : S* — S*
telle que pGy~! est un groupe fuchsien.

Théoréme 2.1. Soit G un groupe hyperbolique de bord S*; alors G est virtuellement conjugué
a un réseau uniforme de PSLy(R).

Corollaire 2.2. Si G est hyperbolique de bord S' et si son action sur son bord est fidéle et
préserve 'orientation, alors G est conjugué a un réseau uniforme de PSLy(R).

DEMONSTRATION. Cela découle du théoréme ci-dessus et de la solution au probléme de
Nielsen. Voir [Tuk]. ]

2.1. Mise en place. Si G est un groupe de convergence non élémentaire sur S*, uniforme
sur Ag, alors g est une réunion dénombrable d’intervalles qui forment une suite évanescente.
Par conséquent, la proposition 1.8 nous apprend que ces intervalles forment un nombre fini
d’orbites et chaque stabilisateur est un groupe a deux bouts. Un tel sous-groupe est dit
périphérique.

Proposition 2.3. Un groupe hyperbolique de bord S' opére sur un compleze cubique CAT(0)
dont le stabilisateur de chaque hyperplan est virtuellement cyclique.

DEMONSTRATION. On remarque quun groupe de convergence sur S! infini cylique sépare
S, Or, pour un groupe de convergence uniforme, les paires de points fixes d’éléments lox-
odromiques sont denses dans S* x S! [Bow2]. On peut donc appliquer le théoréme 1.1 de
cubulation. [ |

Corollaire 2.4. Un groupe hyperbolique de bord S contient un sous-groupe normal d’indice
fini G avec les propriétés suivantes:

(1) le groupe G est sans torsion;

(2) laction de G sur S* préserve lorientation;

(3) le groupe G opére spécialement sur un complexe cubique CAT(0) X de sorte que tout
stablisateur d’hyperplan est un groupe cyclique.

DEMONSTRATION. Quitte & prendre un sous-groupe d’indice deux, on peut supposer que
le groupe préserve l'orientation. D’apres la proposition 2.3, il opere sur un complexe cu-
bique CAT(0) dont les stabilisateurs des hyperplans sont des groupes virtuellement cycliques.
D’apres le théoreme 1.3, le groupe est virtuellement spécial, donc virtuellement sans torsion: on
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peut ainsi trouver un sous-groupe normal d’indice fini GG, sans torsion, qui opere spécialement
sur X. Etant sans torsion, les stabilisateurs sont cycliques. [ |

Remarque 2.5. Les stabilisateurs des hyperplans sont tous malnormauz.

2.2. Le lemme de recollement. On suppose que G vérifie les conclusions du corollaire 2.4.
La démonstration proposée ici appliquera la proposition suivante de maniere itérative:

Proposition 2.6. Soient H < G un groupe convexe cocompact préservant un sous-complexe
convexe Z C X et Y C X un hyperplan qui sépare essentiellement Z, de stabilisateur C' dans
Z.

— Si H=Axc B et si A et B sont conjugués a des groupes fuchsiens, alors H aussi.
— St H = A% et si A est conjugué a un groupe fuchsien, alors H aussi.

DEMONSTRATION. Par construction, C' est le stabilisateur d’un hyperplan de Z; celui-ci est
naturellement un sous-ensemble convexe d’un hyperplan Y de X (ils sont définis comme étant
transverses a une méme aréte).

On traite d’abord le cas H = A x¢ B. Comme stab(Y') est cyclique, 'hyperplan Y sépare
S! en deux intervalles ouverts I4 et I tels que J4 N Ay = 0 et Ig N A = 0. 1l existe une
involution C-équivariante ¢ : (S, I4) — (S*, Ig) qui fixe ponctuellement, Ay. Par construction,
(I4\Ac)/C et (Iz\ Ac)/C s’injectent dans Q4/A et Qp/B respectivement. Soient 4 : S* —
S' ’homéomorphisme tel que A" = p4Ap,* est fuchsien, et notons Sx = (H* U Q4)/A’; de
méme, on considere pg : S — S' I'homéomorphisme tel que B’ = wpByg' est fuchsien, et
on note S = (H*UQp)/B’. Par construction, p.((14\ Ac)/C) est contenu dans 9Sy, et est
homéomorphe via ¢ & pp((Ip \ Ac)/C) qui est contenu dans dSg. Par conséquent, on peut
recoller S, et Sp par ¢ pour obtenir une surface compacte de groupe fondamental isomorphe
a H. Le théoreme d’uniformisation des surfaces nous construit un groupe fuchsien H’. Il reste
a voir que H et H' sont conjugués. On a une premiere conjugaison entre les bords OH et OH'
fournie par I'isomorphisme entre H et H'. Par ailleurs, Qg /H et Qg /H' sont homéomorphes
par construction; cet homéomorphisme se releve en homéomorphisme équivariant entre 2y
et Qp; les détails sont généreusement laissés aux lecteurs! La proposition 1.9 permet de
conclure.

On suppose maintenant H = Axq. Il existe h € H qui réalise I'extension HNN. Comme
ci-dessus, il existe Io bordé par Ay disjoint de A4, Io bordé par h(Y') disjoint de A4 et une
involution équivariante ¢ : I — Icv entre C' et C' = hCh™! qui renverse 'orientation et tel que
toh|a, est identité. Par conséquent, (Ic\Ac)/C et (Io\ Acr)/C’ sont des courbes disjointes
dans 054. Si on recolle S4 le long de ces courbes, on obtient aussi une surface compacte de
groupe fondamental isomorphe a H. Le théoreme d’uniformisation des surfaces nous construit
un groupe fuchsien H'. Il reste a vérifier que H et H’ sont conjugués. On procéde comme
ci-dessus. [ |

2.3. L’argument final. On suppose que G vérifie les conclusions du corollaire 2.4. On con-
sidere ’arbre donné par une hiérarchie quasiconvexe, cf. le théoreme 1.3. Les feuilles étant
triviales correspondent aux groupes fondamentaux de disques. Ensuite, on peut appliquer
itérativement la proposition 2.6 pour construire une surface compacte hyperbolique de groupe
fondamental H conjugué a G. Cette surface n’a pas de bord car ’ensemble limite de H est
tout le cercle. Donc H est un réseau uniforme de PSLy(R). |
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3. ACTION DE CONVERGENCE SUR 52

Nous présentons maintenant une démonstration du théoreme de Markovic similaire a celle
du théoreme 2.1.

3.1. Mise en place. Nous donnons d’abord des propriétés générales des groupes de conver-

gences de S? ¢f. [MT, MS].

Proposition 3.1. Soit G un groupe de convergence sur S?, uniforme sur Ag, sans torsion et
dont action préserve l'orientation. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(1) Le quotient Qc/G est un réunion finie de surfaces compactes.

(2) Soit Q une composante de Qg. Son stabilisateur est un sous-groupe quasiconvexe H
tel que Ay = 092.

(3) Si K est une composante connexe non triviale du bord d’une composante Q de Q¢, alors
K est un cercle, son stabilisateur H est isomorphe a un groupe fuchsien cocompact F
et son action est conjuguée a F sur S*.

DEMONSTRATION. On suppose Q¢ non vide. Comme G est sans torsion et préserve I'orientation,
on a stab(§2) = stab(9€2) pour toute composante 2 de .

Si Ag est connexe, il est aussi localement connexe (Cor.1.6), donc la collection des com-
posantes connexes de (g est évanescente et invariante par l'action de G [Why2, Thm VI.4.4].
Par conséquent, la proposition 1.8 montre que 1'on n’a qu'un nombre fini d’orbites de com-
posantes de (g et le stabilisateur H de chaque composante € est uniforme sur 9. Si Ag
n’est pas connexe, alors GG est un produit libre de groupes qui ont au plus un bout d’apres
le corollaire 1.6. Dans ce cas, les composantes de Ag forment une suite évanescente donc les
composantes de (2; forment aussi une suite évanescente. Du coup, chaque stabilisateur est un
sous-groupe quasiconvexe H et Ay = 02 d’apres la proposition 1.8.

Soit K une composante connexe non triviale du bord d’une composante €2 de 2. Son orbite
forme aussi une suite évanescente d’apres ce qui précede, donc stab(K') est quasiconvexe de
bord K. D’apres la proposition 1.7, K est localement connexe et les composantes de son
complémentaire sont des domaines de Jordan. Or K est le bord d’un ouvert {2k qui contient
2, donc K est une courbe de Jordan. D’apres le théoreme 2.1, H = stab(K) est conjugué a un
groupe fuchsien cocompact F'. Par ailleurs, Qy/H est la réunion de deux surfaces sans bord
de groupe fondamental de type fini, donc deux surfaces compactes, forcément homéomorphes
a D/F. Par conséquent, la proposition 1.9 montre que H et F sont conjugués sur S2.

I1 découle de I'analyse précédente que €2g /G est une réunion finie de surfaces; de plus, si Ag
est connexe, alors ces surfaces sont compactes. Il reste & montrer que S = Q/H est compacte,
quand €2 est une composante non simplement connexe de Qg et H = stab(£2). On présente
deux méthodes.

La premiere suit [Kul] et repose sur des méthodes topologiques. On note p : @ — S la
projection canonique. Comme H est de type fini et m(S) — H = m1(5)/m1 () est surjectif,
on peut trouver une surface compacte a bord S” C S avec les propriétés suivantes: (a) m1(S") —
m(S) — H est surjectif; (b) les composantes de S\ S’ ne sont pas des disques et (c¢) chaque
composante du bord de S” est une courbe de Jordan qui sépare S (voir [AS, Thm.I.29A]
pour(c)). On note Q' = p~'(S’); c’est un fermé connexe car 71(S’) se surjecte sur H.

Soit U une composante de Q \ € et montrons que U est simplement connexe. Soit v C U
une courbe de Jordan. Elle sépare S? en deux disques D; et D,; comme ' est connexe et
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disjoint de v, € se trouve dans un seul disque, p.ex. D;. Comme €' contient la H-orbite d’un
point, on en déduit que D; contient aussi Ay = 0€). Par conséquent, D, est contenu dans )
et U est simplement connexe.

Soit 7' une composante de 5’, et prenons une composante v de p~1(/); elle borde €’ et une
composante U de son complémentaire. Si v est une courbe de Jordan, alors elle est compacte
dans €2, donc son stabilisateur est trivial; cela implique que v borde un disque U dans 2 et
p(U) est bordé par 7/, disjoint de S’. Ce n’est pas possible d’apres (b). Donc p : v — o/
est un revétement universel. Montrons que ~v sépare U de €. Si ce n’est pas le cas, alors
stab(U) agit transitivement et par permutations sur les composantes connexes I'yy de p~*(v/)
contenues dans U; le noyau de cette action est donc un sous-groupe de stab(y): il est soit
trivial, soit cyclique. Or, ce stabilisateur est isomorphe au groupe fondamental de p(U), donc
un groupe libre, ce qui nous conduit a une contradiction dans les deux cas: il n’est pas un
groupe de permutations car I’action doit préserver I'ordre cyclique de I'yy et il ne contient pas
de sous-groupe normal cyclique. Du coup, 7 sépare U de ©'. On obtient un scindement de
H au-dessus de Z = stab(vy) ainsi: on construit un arbre simplicial dont les sommets sont les
composantes de 2\ p~!(v’) (dont une, notée €y, contient Q') et les arétes celles de p~(v/).
Or, par construction, stab(€y) = H, ce qui montrerait que stab(U) = Z: contradiction. Donc
le quotient est une surface compacte.

La seconde suit [MS] et utilise I'accessibilité de H. Soient p : Q@ — Q/H le revétement et N
le sous-groupe normal du revétement. On considere une famille de courbes homotopiquement

disjointes et non triviales M = {uy, ..., u,} sur Q/H telle qu’il existe des exposants minimaux
ai,...,a, de sorte que ui',...,ul sont dans N. On note Nj; < N le sous-groupe normal
engendré par ces multiples. Soit I' = p~!({uy, ..., u,}): il s’agit d'une collection dénombrable

de courbes simples disjointes homotopiquement non triviales dans 2.

On construit un arbre 7' ainsi. Les sommets sont donnés par les composantes connexes
de Q\ Uyery et on met une aréte entre deux sommets s'il partage une courbe v € I' dans
leur bord. On constate que I' est une suite évanescente car I'/H est fini et I' C Q. Comme
chaque courbe de I' est une courbe de Jordan, elle sépare S?, donc T est un arbre; de plus,
H étant sans torsion et son action préservant 'orientation, on en déduit que l'action de H
sur T est sans inversion d’aréte. Le stabilisateur de chaque aréte est trivial. On obtient ainsi
une décomposition de H en produit libre dont le graphe de groupes a n arétes. Comme H est
accessible, on obtient une borne sur le nombre d’arétes, donc sur n.

Or, d’apres [Mas, Lemma 5|, si Ny # N, alors on peut trouver une courbe wu, disjointe
des précédentes et refaire la méme construction avec M U{u,1}. Comme ce procédé s’arréte,
on obtient une famille finie de courbes disjointes qui découpent la surface en un nombre fini de
composantes connexes dont les groupes fondamentaux sont ou bien triviaux ou bien fuchsiens
cocompacts d’apres ci-dessus. On en déduit que Q2/H est une surface de type fini. Comme
elle n’a pas de bord (Ag = 09), elle est compacte. ]

On prépare le groupe ambiant G de bord S2.

Proposition 3.2. Soit G un groupe hyperbolique de bord S* qui opére sur un complexe cubique
CAT(0). Alors il existe un sous-groupe d’indice fini, sans torsion, qui opére spécialement sur
un complezxe cubique CAT(0) tel que le stabilisateur de chaque hyperplan est fuchsien cocompact
et dont l'action a 'infini préserve l'orientation.

DEMONSTRATION. Soit X un complexe cubique CAT(0) sur lequel G opere. Par le théoréme
1.3, on peut supposer que G est sans torsion et opere sur son bord en préservant 1’orientation.
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Soient z,y € 0X deux points distincts. On montre que 'on peut les séparer sur 0X par
I’ensemble limite d'un groupe fuchsien cocompact. On commence par considérer un hyperplan
Y dont le bord sépare ces points. Du coup, 'ensemble limite de H = stab(Y") sépare {x,y}.
On peut donc trouver une composante connexe ) de QQy qui contient x mais pas y. Une
composante connexe K de son bord sépare donc {x,y}. D’apres la proposition 3.1, K est
I’ensemble limite d’un groupe fuchsien cocompact.

En vertu du théoreme 1.1, G opére sur un complexe cubique CAT(0) X’ dont les stabil-
isateurs de chaque hyperplan est virtuellement fuchsien. Comme G opere sans torsion, ces
groupes sont fuchsiens. Par le théoreme 1.3, on peut supposer que 'action est spéciale. [ |

3.2. Le lemme de recollement. On suppose que G vérifie les conclusions de la proposition
3.2. On procede comme pour les groupes du cercle. La démonstration appliquera la proposition
suivante de maniere itérative. On dit qu'un groupe de convergence G est conjugué a un groupe
kleinéen s’il existe un homéomorphisme ¢ : S — S? telle que pGy~" est un groupe kleinéen.

Proposition 3.3. Soient H < G un groupe convexe cocompact préservant un sous-complexe
convexe Z C X et Y C X un hyperplan qui sépare essentiellement Z, de stabilisateur C'.

— St H=Axc B et st A et B sont conjugués a des groupes kleinéens, alors H aussi.
— 81t H = Axc et si A est conjugué a un groupe kleinéen, alors H aussi.

DEMONSTRATION. Le groupe C fixe Ay, qui est homéomorphe & S*. Par conséquent, I’action
de C est de convergence sur Ay, uniforme sur A¢ C Ay.

On traite d’abord le cas H = A x¢ B. L’hyperplan Y découpe S? en deux domaines de
Jordan Dy et Dp fixés par C tels que D4 N Ay = Dg N Ag = 0. De plus, la proposition 3.1
implique Pexistence d’une involution C-équivariante ¢ : S? — S? qui fixe Ay ponctuellement
et échange les composantes D4 et Dp.

Comme A et B sont conjugués a des groupes kleinéens convexe-cocompacts Ay et By, on peut
considérer les variétés kleinéennes My et Mp. Il vient que (D4 \ A¢)/C est une sous-surface
de OM 4, (Dp \ A¢)/C est aussi une sous-surface de dMp,. et ¢ induit un homéomorphisme
qui renverse l'orientation entre elles. On peut alors définir My = My U, Mp: c’est une
variété hakenienne de groupe fondamental isomorphe & H [SW]. Comme H est hyperbolique,
le théoreme d’uniformisation de Thurston implique I'existence d’un groupe kleinéen convexe-
cocompact H' tel que My est homéomorphe a My . Du coup, les variétés M4 et Mp s’injectent
dans My de maniere bilipschitz transformant Ay et By en des sous-groupes A’ et B’ de H’
et on obtient par relevements des plongements bilipschitz (Ag, A')- et (By, B')-équivariants
fho P uUQy - HUQu et fi - HUQp — H? U Qp que 'on peut choisir pour que
filay\ae = [Blay\ae. 1ls induisent des conjugaisons fa : Q4 U A4 — Qo U Ay et fp -
QpUAp — Qp UAp tels que fala, = fgla, par la proposition 1.9. On définit alors un
homéomorphisme équivariant f : S? — S? en posant f = f4 sur S?\ (Ugeaa(D24)), f = f5
sur S%\ (Uyepb(D3g)) et en prolongeant f par la dynamique. On a donc A’ o f = fo A et
Bof=foB. Comme H=AxcBet H = A xgnp B’, 'homéomorphisme f induit une
conjugaison entre H et H'.

Si H = Axc, la démonstration est similaire. Il existe un élément h € H \ A telle que
I'extension HNN est obtenue en identifiant C' avec ¢’ = hCh~!. Comme ’action est spéciale,
C et C' sont des groupes de convergence sur S*, qui fixent des domaines de Jordan D¢ et
Der = 5%\ h(D¢) disjoints de A4. Il existe aussi une involution équivariante ¢ : (S?, D¢) —
(52, D¢r) qui renverse orientation et tel que toh fixe Ay ponctuellement. On recolle alors M4
en identifiant (D¢ \ A¢)/C avec (Der \ Acr)/C" via 1. On obtient ainsi une variété hakenienne




Conjecture de Cannon et complexes cubiques 11

My de groupe fondamental isomorphe a H. On conclut comme ci-dessus, a ceci pres que M4y
ne s’injecte pas dans My, mais dans le relevé cyclique induit par h. [ |

3.3. L’argument final. On suppose que G vérifie les conclusions de la proposition 3.2. On
considere 'arbre donné par une hiérarchie quasiconvexe du théoreme 1.3. Les feuilles étant
triviales correspondent aux groupes fondamentaux de boules. Ensuite, on peut appliquer
itérativement la proposition 3.3 pour construire une variété compacte hakenienne orientable
de groupe fondamental conjugué a G. [ |

4. APPROCHE PAR REMPLISSAGE

On décrit ici 'approche de Markovic qui consiste a construire une variété de dimension
trois en étendant Paction de G sur S? & la boule B. Elle fournit une autre démonstration du
théoreme 2.1.

4.1. Cubulation malnormale. V.Markovic momtre le résultat suivant en préparation de
son approche [Mar, Thm 2.1].

Théoréeme 4.1. Si G admet une action virtuellement spéciale sur un complexe cubique CAT(0)
alors il contient un sous-groupe normal d’indice fini et sans torsion tel que les stabilisateurs
des hyperplans sont tous malnormauz.

On déduit le théoreme de la proposition suivante, voir aussi [HrW, Thm 9.3]:

Proposition 4.2. Un sous-groupe quasiconvexe et séparable d’un groupe hyperbolique G est
presque malnormal dans un sous-groupe d’indice fini de G.

DEMONSTRATION. (Théoréme 4.1) D’apres le théoréme 1.3, on peut supposer, quitte a prendre
un sous-groupe d’indice fini, que G est sans torsion. Notons Y7i,...,Y, des représentants
des orbites des hyperplans et Hy,..., H,, leurs stabilisateurs respectifs. Ces groupes sont
quasiconvexes et séparables, cf. le théoréme 1.3. D’apres la proposition 4.2, il existe G; d’indice
fini dans G' qui contient H; de facon malnormale (puisque G est sans torsion). Considérons le
sous-groupe G’ = Nyecg(N;G;)g~ !, d’'indice fini et normal dans G, qui est contenu dans N;G;,
et posons H; = H; N G'.

Par construction, H est malnormal dans G’. Si Y est un hyperplan, il existe g € G et
je{l,...,n} tels que Y = gY;. Du coup

stabg (V) = stabag(Y;) = gstaba: (Y;)g™' = gH]’-g_1 .
Comme H; est malnormal dans G’ et G’ est normal dans G, si g’ € G, alors
stabe (Y)(g) ™} Nstabr(Y) = gl(g~ g’ ) B! (g7 ') 0 HiJg ™ = {e}
donc stabgr(Y') est malnormal. ]
Pour la proposition 4.2, on utilisera le lemme suivant, voir [GMRS, Lemma 1.2]:

Lemme 4.3. Il existe gy = €, 41,...,q: € G tels que, pour tout g € G, gHg ' N H est infini
st et seulement st g € U;Hg; H.

DEMONSTRATION. On vérifie que les double-classes {HgH, g € G} forment une partition de
G et que le cardinal de gHg' N H ne dépend que de sa double-classe HgH.
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On munit G de la distance des mots associée a un systeme de générateurs fini de sorte que H
soit K-quasiconvexe, K fixé. Si HNgH g~ est infini, alors il contient un élément loxodromique,
donc Ay N Aypy—1 contient au moins deux points a # b. Comme H est K-quasiconvexe, on
peut trouver h € H tel que d(h™',[a,b]) < K. Du coup, il existe k € [h(a), h()] tel que
de,k) < K. Or, Agpg—1 = Ny, M(Agpg—1) = Apgur et hgH est aussi K-quasiconvexe, donc
on peut trouver ' € H tel que d(k, hgh’) < K. Par conséquent, d(e, HgH) < 2K. Comme la
boule B(e,2K) est finie, on n’a qu’'un nombre fini de double-classes qui l'intersectent. [

DEMONSTRATION. (proposition 4.2) Soient €, gy, ..., gr donnés par le lemme 4.3. Comme H
est séparable, on peut trouver un sous-groupe Gy de G d’indice fini qui contient H mais est
disjoint de {g1,...,gx}. Du coup, Hg;H N Gy = 0 donc H est presque malnormal. [

4.2. G-pavage. Soit G un groupe de convergence uniforme sur S* (la méme construction
s’appliquerait aussi & S"). Un G-pavage est la donnée d'un quadruplet (K,U, ¢, i) o

) K est un compact de la boule unité fermée B de R* contenant la sphere,

) U désigne la collection des composantes connexes de B\ K,

) ¢ représente une collection d’homéomorphismes ¢V : (B, S?) — (U,0U), U € U,

) 1 : G — Homéo(K) est une représentation gauche de G qui coincide avec l'action de

G sur S* (u(gf) = p(g) o u(f)),

et qui vérifie les conditions suivantes:

(D1
(D2
(D3
(D4

(C1) U est une famille évanescente;
(C2) pour tout U € U, on a ¢Y|q . =
(C3) pour tout g € G, tout U € U,

p(g) 0 ¢”|ge = ¢* 9 o u(g)lge -

Sous les conditions (D1)-(D4), si U € U et g € G, alors chaque composante connexe de K\ oU
intersecte S?, du coup 1(g)(OU) est le bord d’une autre composante V' € U par le théoréme
de Jordan. La représentation p induit donc une action de G sur U par permutations.

Id;

On définit aussi le p-stabilisateur de U € U en posant
stabu(U) = {g € G, p(9)(0U) = 0U} = {g € G, pu(9)(U) =U}.
On a les deux exemples élémentaires suivants:

o K = 82,_1/{ = {B}, ¢ = Id et p est l'action;
o Krug =B, Uaqg =0 et pirqq est extension radiale de I'action de G & la boule.

Plus intéressant est la construction suivante. Si H < G et £ € G/H, on notera He = gHg™*
et A¢ = g(Ap) ou g € G représente &.
Proposition 4.4. Soit H < G un sous-groupe de surface quasiconvexe et malnormal. Il existe
un G-pavage (K, U, %, ) tel que

1) pour tout § € G/H, il existe un disque P C B avec 0P = A¢, deuzr a deux disjoints,
13 3 3
tels que Ky = S* U (Ugeg/n Pe);
(2) pu(G) est un groupe de convergence, dont l’action est libre et cocompacte dans BN K.

On s’appuie sur deux lemmes:
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Lemme 4.5. Il existe un homéomorphisme 1 : S* — S tel que, pour tout & € G/H, ¥(A¢)
est un cercle euclidien.

Lemme 4.6. Pour tout £ € G/H, il existe une involution H¢-équivariante v : S? — S? telle
que tela, = 1d et 1ge) = greg™".

DEMONSTRATION. (Proposition 4.4) Le lemme 4.5 nous permet de supposer que A¢ est un
cercle euclidien pour tout £ € G/H et on considere les homéomorphismes ¢ donnés par le
lemme 4.6.

On note P; C H?(~ B) le plan hyperbolique porté par A¢ et on considere une transformation
(I S? P tel que v¢ 0 1g = ¢, e est I'identité sur A¢ et est un homéomorphisme restreint
a chaque composante de S$*\ Ag¢ sur P,

Posons donec K = S§* U (Ugeg/ul%); comme {A¢,& € G/H} est évanescente, la famille
{P¢, & € G/H} aussi, donc K est compact.

Prenons une composante U de B\ K: c’est un domaine convexe de H? et son bord est
composé de points de S* et de plans P:. On définit d’abord ¢V : §* — 9U en posant ¢V = Id
sur SN AU et ¢V = e sur les disques disjoints de U bordés par A¢. Comme ces disques
forment une suite évanescente, on vérifie facilement que ¢V est un homéomorphisme. On peut
maintenant utiliser la convexité hyperbolique de U pour prolonger ¢V & B afin d’obtenir un
homéomorphisme ¢V : B — U.

On définit maintenant p ainsi. Soient g € G et & € G/H. On pose, sur P, u(g) =
Yg(e) © 1(g) © Yg . On vérifie que u(g) : K — K est un homéomorphisme en utilisant le fait
que {FP, & € G/H} est évanescente et que ¥¢|y, = Id. On vérifie aussi facilement que p est
une représentation gauche de GG, qu’on obtient un G-pavage, et qu’elle induit une action de
convergence.

L’action est libre car les stabilisateurs des P sont des groupes de surface et elle est cocom-
pacte car on a de surcroit une seule orbite de plans.

On prolonge 1 en homéomorphisme de la boule et on retransporte ce G-pavage a notre
contexte initial. [ |

Remarque 4.7. Si G opére spécialement sur un complexe cubique CAT(0) et H est le stabil-
wsateur d’un hyperplan Y, alors on a une bijection bi-univoque entre U et les sous-complexes
associés au scindement au-dessus de H donnés par le lemme 1.4.

DEMONSTRATION. (Lemme 4.5) Comme H est malnormal et un groupe de surface, il induit
un scindement quasiconvexe de G. Il s’ensuit que les sommets sont des groupes quasiconvexes
de bord sans point de coupure locale. D’apres [Whyl], ce sont des tapis de Sierpiriski. On
obtient ainsi un arbre 7" de tapis liés par les A;. Ces tapis forment une suite évanescente et
on peut supposer qu’il existe un unique sommet de diametre maximal, noté Sg.

Considérons par ailleurs un tapis de Sierpinski S bordé par des cercles, et construisons un
arbre de tapis en faisant opérer le groupe de Schottky engendré par les cercles périphériques

de S.

On ordonne les sommets de T en fonction des diametres des tapis associés avec Sg comme
élément maximal. On considere un premier homéomorphisme fy : S* — S? tel que fy(Sg) =
S. Observons qu'il est montré dans [Whyl] que tout homéomorphisme entre deux cercles
périphériques de deux tapis se prolonge en homéomorphisme global de ces tapis. Cela nous
permet de construire une suite d’homéomorphismes f, : S* — S* qui transforment n tapis de
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T en n tapis induit par S prolongeant f, 1, n > 1. En utilisant ’évanescence de ces configu-
rations, on montre que cette suite est équicontinue, donc converge vers un homéomorphisme
global f:S? — S* qui transforme chaque A¢ en un cercle euclidien. [ |

DEMONSTRATION. (Lemme 4.6) D’apres la proposition 3.1, H est conjugué & un groupe
fuchsien sur tout S?. Du coup, il existe une involution équivariante ¢ : S* — S* qui fixe
ponctuellement Ag.

On remarque que si go € g1 H, alors
g2ot0g, = gi(g7 g2) 0o (gr'gs) g = qrovog!

car (gl_lgg) € H et ¢ est équivariante; donc on peut poser, pour £ € G/H, lg =gotLo gt avec
n’importe quel g € €. Le reste des vérifications suit sans imagination. [ |

4.3. Combinaison de G-pavages. Soient P; = (K;,U;, i, 1;), i = 1,2 deux G-pavages. On
construit le raffinement (K, U, ¢4, 1) de Py induit par Py en posant

K = K1 U (UU€M1¢U(K2>) )

U={"(V), Ucl,V €U},
PV = ¢Vt 0 ¢V2 i U = ¢V1(Uy), et on définit u comme suit:

e sur K, on pose = fiy;
e siU €U et g € G, on pose sur ¢V (Ky)

u(g) = ¢ o ps(g) 0 (¢7) 7

Fait 4.8. Le raffinement d’un G-pavage Py induit par un autre G-pavage Py est un G-pavage.

DEMONSTRATION. On vérifie que K est compact en utilisant que U, est évanescente. Les
propriétés (D2), (D3), (C1) et (C2) n’offrent pas de difficultés.

Vérifions (D4). Montrons d’abord que p(g) est un homéomorphisme pour chaque g € G.
Pour cela, il suffit de considérer une suite {z,}, dans K \ K; qui tend vers un point = €
K. Deux cas se dégagent: ou bien une infinité de termes sont dans une méme composante
U € U, et on conclut avec la continuité de ps(g); ou bien ils sont tous dans des composantes
différentes, et on conclut a 'aide de 1'évanescence de U;. Par définition, u(g) est bijectif, donc
un homéomorphisme. On vérifie ensuite que p est un morphisme.

Passons a (C3): soit g € G et prenons U € Uy, V €Uy et W = ¢V (V). On a
W) (W) = ¢ @D 0 ps(g) 0 (67) (W) = 91D 0 s(g)(V)
donc ¢HOW) = g (@) o pr2(9)V). par suite, sur S?, on obtient
pg)oe" = ¢ Do ps(g)o(¢”) oo 0g"

= GO o ()
— ¢u(g)(W) o u(g)

en utilisant (C3) pour psy et en remarquant que j = po sur S°. [ |

Proposition 4.9. Soient Py et Py deur G-pavages et considérons le raffinement P de Py
induit par Po, alors
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(1) siW=9¢Y(V),U el et V €Uy, alors
stab, (W) = stab,, (U) Nstab,,(V);

(2) si 11 (G) et pa(G) opérent librement sur B N Ky et BN Ky, alors u(G) opére aussi
librement sur BN K;
(3) si les groupes pui(G) et pus(G) sont de convergence, alors u(G) aussi.

DEMONSTRATION. On ne traite que (3). Soit (g,) une suite d’éléments distincts; quitte
a extraire une sous-suite, on peut supposer l'existence de {a,b} sur S? tels que (g,), tend
uniformément sur les compacts de S*\ {b} vers {a}. Du coup, on a aussi la convergence
uniforme de (1;(gy,))n sur les compacts de K; \ {b} vers {a}, j = 1,2, puisque les actions sont
de convergence et coincident avec celle de G sur S%.

I1 nous suffit de montrer que (1(gy)), tend uniformément sur les compacts de K \ {b} vers
{a}. Montrons d’abord la convergence simple: il suffit de considérer U € U, et z € ¢V (Ky),

de sorte que
plgn)(x) = ¢ 0 o (gy) 0 (¢7) 7 (x) -
Si {111(gn)(U)} est infini alors le diametre tend vers 0 par (C1) et on aura convergence vers

{a} en considérant y € OU \ {b}. Sinon, on peut supposer que (g, )(U) =V est fixe, de sorte
Elge)#(gn)(il?) = ¢V 0 p13(gn) © (") 7 (); or (¢7) 7! (x) # b donc lim pu(gy)(x) = ¢"(a) = a par
2).

Supposons maintenant que la convergence n’est pas uniforme sur les compacts de K \ {b}.
On peut alors trouver gy > 0 et une suite (z,), qui tend vers un point = # b tels que
d(p(gn)(zn),a) > €9. On peut supposer que x, ¢ Ki; pour chaque n, on note U, € U; la
composante qui contient x,. Posons Ly = U,>;0U, et L = NLy, des compacts de K;. On a
x € L et, pour tous k et n > k,

o < d(a, p(gn)(xn)) < d(a, p(gn)(@)) + d(p(gn) (@), u(gn)(zn))
< d(a,pu(gs)(x)) + diam p11(gn) (L)
ce qui implique b € L. De plus,

0 < d(b,z) < diam Ly < 2sup(d(z,z,) + diam U,)
n>k

donc on peut supposer qu'il existe U € U; tel que U,, = U pour tout n d’apres (C1). De méme,

g0 < d(a, 1i(gn)(®n)) < d(a, pa(gn) (@) + d(1e(gn) (), 1(gn) (20))
< d(a, p(gn)(2)) + diam 41 (g,)(U)
donc on peut supposer qu’il existe V' € U; tel que u1(g,)(U) =V pour tout n par (C1).

Du coup, f1(gn)(xn) = " 0 p2(ga) 0 (¢7) ! (wn); comme (¢7) ! (x) # (¢7) 7' (b) = b, la suite
{112(gn) 0 (6Y) " ()} tend vers a et donc {u(g,)(z,)}, tend vers ¢V (a) = a: contradiction.m

4.4. Construction d’une variété hyperbolique. Soit G un groupe hyperbolique cubulé
de bord S?. D’apres la proposition 3.2 et le théoréme 4.1, on peut supposer que G est sans
torsion, opere spécialement sur un complexe cubique CAT(0) X tel que le stabilisateur de
chaque hyperplan est fuchsien cocompact et malnormal et que son action a l'infini préserve
I'orientation.

Soit {Y1,...,Y,} un ensemble minimal d’hyperplans représentant les orbites des hyperplans
de X et posons H; = stabg(Y;j). La proposition 4.4 nous fournit des G-pavages Py, =
(L;,Vj,¢Yi,v;) associés a H;, pour chaque j € {1,...,n}.
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On construit des G-pavages (P;)1<j<n par récurrence ot Py = Py, et, pour j > 2, P; est
le raffinement de P;_; induit par Pg,. Soit maintenant P = (B, ), 0, 1) le raffinement de P,
induit par (E7 wa ®7 Iurad)'

D’apres la proposition 4.9, 1,;(G) est un groupe de convergence sur K, libre sur BN K ou
j € {1, . ,TL} et Pj = (Kj,(/lj, (b“f,uj).

Fait 4.10. Soient j € {1,...,n} et U € U; de sorte que U = ¢Yr o ... 0 ¢Y(B), Uy € Vy, et
posons H = stab,(U). Alors H est quasiconveze dans G et Ay = S* N (N1<x<;0U}). De plus,
H est trivial si et seulement si U est relativement compact dans B.

Nous utiliserons le fait que si H, K sont des sous-groupes quasiconvexes d’un groupe hyper-
bolique, alors H N K est quasiconvexe et Aynx = Ay N Ak, voir p.ex. [GMRS].

DEMONSTRATION. On a stab,(U) = stab,, (U) = Ni<p<;stab,, (Uy) par la proposition 4.9.
Or, d’apres la remarque 4.7, il existe des sous-complexes convexes Zj tels que stab,, (Uy) =
stab(Z;) = Ay et Ay, = OUy, donc H = Nstab(Z;,) = stab(NZ;). Comme Ay, = 0U, N'S?,
on obtient Ay = S$? N (N1<k<;OUy).

Si U est relativement compact dans B, alors il est séparé de S* par des plans u(gx) (P, ),
donc NZj, est relativement compact dans X et du coup H = {e}. Réciproquement, si H = {e},
alors NZ, N 90X = (), donc U est séparé de tout point de S* par un élément k(P ), ce qui
implique U relativement compact. [ |

Soient U € U,, et H = stab,(U); alors U est relativement compact car U N'S* contient au
moins deux points si non vide. Du coup, ces points sont séparés par un A¢, ¢ € U,.,G/H;.
Donc I'un des points n’est pas dans OU, et H est trivial. Ceci implique que p(G) est libre sur
U, donc un groupe de convergence sur B, libre sur B.

Du coup M = B/u(G) est une variété de groupe fondamental isomorphe a G car B est
simplement connexe. La surface Sy = Py, /H; est proprement plongée et incompressible et
M est irréductible car G' a un seul bout.

Pour conclure, il suffit de montrer que M est compacte, car alors, on pourra appliquer le
théoreme d’uniformisation de Thurston, mettant un terme a la démonstration du théoreme.
Nous allons utiliser le corollaire de la proposition 3.1 suivant (démontré plus bas):

Lemme 4.11. Soient G un groupe de convergence de S?, uniforme sur Ag, et P une collection
évanescente et G-invariante de compacts non triviauzr de S*. Alors il existe une partition
P =P UP" et une constante § > 0 telles que P'/G est fini et, pour tout K' € P", il existe
g € G tel que d(g(K),Ag) > 9.

Nous allons montrer par récurrence sur les raffinements successifs de P; que, pour chaque
j € {1,...,n}, il existe un compact C; C B et une partition G-invariante U; = Uj U U]
tels que U;/G est fini et, pour tout U € U], il existe g € G tel que g(U) C Cj. Pour
j =1, on prend C; = 0 et Uy = U, puisque l'on a un scindement au-dessus de H;, voir la
remarque 4.7. Supposons I'hypothese de récurrence vraie jusqu’au rang j. Prenons U € U;
et posons H = stab,(U). La p-action de H sur QU est conjuguée par Y & l'action de H sur
S®. D’autre part, pour chaque V € Uy, contenu dans U, on a (¢V) (V) € V.1, et Vi
est évanescente. D’apres le lemme 4.11, H est quasiconvexe et on peut trouver une partition
Vitr = Vi (U)UVY(U) telle que Vi, (U)/H est fini et, pour chaque V' € V7, (U), on trouve
hy € H tel que d(hy(0V'), Ag) > 6(U) > 0. Posons Cf; = Uyey, @y it(hy)(V); par (C1), c’est
un compact disjoint de Ay, donc Cpy = ¢¥(C};) est compact dans B.
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Posons U}, = Uyeu, ¢V o u(G)(Vi(U)), qui est constitué par un nombre fini de G-orbites.
Posons aussi Cj41 = C; U (Upeaw;Cur), compact dans B. Si V' € Ujy1 \ Uj,,, alors on peut
trouver g € G tel que u(g)(V) € Cj ou tel que u(g)(V) C U, U € Uj. Dans ce cas, on trouve
hy € stab,(U) tel que p(hyg)(U) € Cy. Ceci établit 'hypothese de récurrence au rang (j+1).

Comme, pour chaque U € U,1, U est relativement compact, on en déduit que M est
compacte.

DEMONSTRATION. (Lemme 4.11) D’apres la proposition 3.1, il existe un compact L C Qg tel
que, pour tout x € g, il existe g € G tel que g(x) € L. On note P' = {K € P, K N Ag # 0}
et P” = P\ P. Comme P” est évanescente la réunion de L et des compacts de P” qui
l'intersecte foment un compact L' C Q¢ donc dist(L', Ag) > 0.

Rappelons la notation Ps = {K € P, diam K > §}, et prenons 0 < m < dist(L/, Ag) de
sorte que deux points de Ag peuvent étre m-séparés par GG. Soit K € P; si K contient deux
points de Ag, alors son orbite intersecte P,,; sinon, il existe g € G tel que g(K) N L # () de
sorte que g(K) € P, si K € P’; par conséquent P’ C G - P, et P'/G est fini; dans le cas
contraire (K € P”), on obtient g(K) C L. |

Si on ne sait pas que M est compacte, on peut procéder comme Markovic, en utilisant la
topologie de dimension trois, pour se ramener a une variété irréductible compacte hakenienne
de groupe fondamental G' de la maniere suivante.

Supposons donc M non compacte. Comme G est de type fini, le théoreme du coeur compact
de Scott nous produit une sous-variété compacte M. C M dont l'injection fournit un isomor-
phisme de groupes fondamentaux [Sco|]. On comble chaque composante de 9 M, homéomorphe
a S? par une boule standard afin d’obtenir une nouvelle variété compacte N de groupe fonda-
mental G. Elle est irréductible car G' n’a qu’un bout. On a a priori deux cas possibles. Si N
a du bord, alors N est hakenienne et le théoreme d’uniformisation de Thurston montre que N
est hyperbolique et quasi-isométrique a G. Mais cela contredirait que N ait du bord. Donc N
est sans bord. Il reste a vérifier que N est hakenienne. Si Sy, C M., alors ¢’est bon. Sinon, en
supposant Sy, et dM, en position générale, Sy, \ M. n’a pas de topologie puisque I'injection
M. — M induit un isomorphisme entre leurs groupes fondamentaux et Sy, est incompressible
dans M, donc Sy \ M, est une réunion disjointe de disques que I’on peut isotoper dans M, afin
d’obtenir une surface incompressible dans M. C N. Du coup, N est compacte, irréductible,
sans bord, et hakenienne. Le théoreme d’uniformisation de Thurston permet de conclure.
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